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5 Integralrechnung

5.1 Das unbestimmte Integral

Wird eine Funktion f abgeleitet, so erhilt man die Ableitungsfunktion f’. Nun kann man sich fragen, ob es
einen Weg zuriick gibt, d.h. ob man aus der Ableitungsfunktion f’ die Originalfunktion f gewinnen kann.
Wir probieren dies an einem konkreten Beispiel aus:

Gegeben ist eine ganz rationale Funktion durch die Gleichung:
fry=f(z)=32% —da* + 223 + 622 — T + 2
oy = f'(z) = 152* — 1623 4 622 + 122 — 7

Beim Ableiten wurde die Potenzregel verwendet: y = 2" fiihrt zu ¢y’ = na"~!. Diese Regel kénnte man ja
umkehren, d.h. den Exponenten um 1 erh6hen und die neue Potenz durch den neuen Exponenten dividieren.
Dass bei der Umkehrung konstante Faktoren erhalten bleiben und dass Summen bzw. Differenzen gliedweise
behandelt werden, kann man aus den allgemeinen Ableitungsregeln herleiten. Den Umkehrvorgang nennen
wir Integrieren. Wir bilden also das unbestimmte Integral.

y=f(z)= [ f'(z) de = [ (152" — 1623 + 62> + 120 — 7) do = 15% — 162 + 6% +12%° — 72 4. C

Der Summand C' am Schluss wurde eingefiihrt, weil die Originalfunktion f noch einen konstanten Summanden
aufweist. dieser kann offenbar nicht mehr aus der Ableitung durch Integrieren rekonstruiert werden. Mochte
man also aus der 1. Ableitung die Originalfunktion vollstéindig rekonstruieren, muss man fiir die Bestimmung
der sogenannten Integrationskonstanten eine Bedingung aufstellen, mit der das C' berechnet werden kann.
Im oben dargestellten Beispiel konnte die Bedingung aussagen, dass die Originalkurve z.B. durch den Punkt
P(0/2) gehen soll. Setzt man also in der letzen Gleichung fiir 2 = 0 und fiir y = 2 ein, wird C' den Wert 2
erhalten und die Originalfunktion ist wieder hergestellt.

Das unbestimmte Integral ist die Umkehrung der 1. Ableitung einer Funktion, die auch Stammfunktion
genannt wird. Der Ausdruck Stammfunktion kommt daher, dass alle Funktionen, die sich mit dem Parameter
C ergeben, dieselbe 1. Ableitung haben. Ublicherweise schreibt man fiir die Stammfunktionenschar F(z) 4 C
und fiir die Integrandfunktion f(z). Mit diesen Bezeichnungen kann man schreiben:

/f(:c) de =F(z)+C
wobei gilt:
F'(z) = f(z)

In gleicher Weise wie beim oben ausgefiihrten Beispiel mit einer ganz rationalen Funktion kann man bei
anderen Funktionen auch die Ableitungsregeln umkehren und erhélt Regeln fiir das Integrieren. Die Integra-
tionskonstante C' ist in jedem Fall als Summand beim Berechnen des unbestimmten Integrals aufzufiihren.
Im folgenden werden die sogenannten Grund- oder Stammintegrale zusammengestellt. Diese Integrale finden
sich auch in einschldgigen Formelsammlungen.

5.1.1 Allgemeine Regeln
Konstante Funktion [a dz=az+C

Konstanter Faktor [a-f(z)dz=a- [ f(z) dz

Summe und Differenz [ (f(z) + g(z)) dz = [ f(z) dz + [ g(x) dz
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5.1 Das unbestimmte Integral 30

Produkte, Quotienten, verkettete Funktionen Fiir Produkte, Quotienten und verkettete Funktionen
gibt es keine einfache und allgemeingiiltige Integrationsregel. Es gibt Integrationsverfahren wie Integration
durch Substitution, partielle Integration oder Integration nach einer Partialbruchzerlegung. Diese Verfahren
sind fiir spezielle Situationen geeignet und miissen in jedem FEinzelfall {iberpriift werden. Das Integrieren
von beliebigen Funktionen ist Erfahrungssache und kann auch in verschiedenen Féllen erfolglos bleiben.
Formelsammlungen enthalten hiufig umfangreiche Integraltafeln, an denen man sich bei Integrationspro-
blemen orientieren kann. Heute konnen auch verschiedene Taschenrechner und Computerprogramme (z.B.
Computeralgebrasysteme CAS) Integrale nicht nur numerisch sondern auch formal 16sen.

5.1.2 Grund- oder Stammintegrale

Die Grund- oder Stammintegrale sind unmittelbar aus den Ableitungsregeln hergeleitet. Integrationsverfah-
ren wie Integration durch Substitution oder nach Partialbruchzerlegung sowie die partielle Integration haben
zum Ziel, das gegebene Integral in ein Grund- oder Stammintegral zu transformieren.

Potenzregel
fa:"dxz%—kC’ fiir n # —1

Achtung: [1 dz = [27' dz =In|z|+ C

Exponentialfunktion
Jetde=e"+C
[a® dx = La® +C

Ina

Trigonometrische Funktionen

Jsinz de = —cosx+C

Jcosz do =sinz + C

fmilzz dr =tanz 4+ C
dr = —cotz +C

sin? x

Zyklometrische Funktionen

f ﬁ dx = arcsinz + Cy = arccosx + Cy
f ﬁ dx = arctanx + C7 = —arccot x + Cy

Hyperbel- und Areafunktionen

[ sinhzdx = coshz + C

[ coshadz = sinhz + C

[ oz do = tanha + C

[ 5575 dov = —cothz + C
fﬁdx:arsinhx—i—C:ln’x—i—\/ﬁ—i—l‘—|—C

Ik ledxzarcosh|x|+0=ln|x+\/x2—1|—|—C’ fir |z| > 1
[y de = artanhz + Cy = 1 -In 2 + ¢y fir 2| <1
1-a2 3:—{ arcothz + Co = $ - InZH + Cy  fiir [z > 1

x—1
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5.2 Das bestimmte Integral
5.2.1 Von der Anderungsrate zur Anderung

Die 1. Ableitung einer Funktion wurde als momentane Anderungsrate des Funktionswertes eingefiihrt. Sie
gibt also an, wie stark sich der Funktionswert veréindert, wenn ein winzig kleiner (die Mathematik spricht vom
Grenzwert Az nach Null) Schritt in z-Richtung gemacht wird. Betrachten wir also ein Az = dz, so veréndert
sich der y-Wert an der Tangente um dy = f’(x) dz. Dieses Ergebnis kann aber in einem Koordinatensystem,
in dem die f’(x)-Werte aufgetragen sind, als Fliche eines Rechtecks mit der Hohe f’(x) und der Breite dx
interpretiert werden. Und wenn man kontinuierlich lauter solche Rechtecke aneinander reiht, erhélt man die
Fliache zwischen der f’(z)-Kurve und der x-Achse.

Wir wechseln nun die Bezeichnungen: Statt f’ schreiben wir f und statt f schreiben wir F. Dann kénnen
wir die Flidche zwischen der Kurve y = f(z) und der z-Achse als unendliche Summe von unendlich schmalen
Rechtecken aufschreiben:

) Ig:b
> ) dni= [ fa)ds
i=1 r1=a

y= 1)
flx}

}(]=3I )Q ;{2=bx

Abbildung 27: Bestimmtes Integral und Fliche

Diese Summe wird auch als bestimmtes Integral der Funktion f in den Grenzen von x; = a bis 29 = b be-
zeichnet. Wir kénnen also das bestimmte Integral als unendliche Summe von unendlich schmalen Rechtecken
interpretieren.

5.2.2 Bestimmtes Integral und Stammfunktion

Wir wissen, dass Integrieren das Aufsuchen der Stammfunktion bedeutet. Nun haben wir noch gesehen, dass
das bestimmte Integral in den Grenzen von x; = a bis x5 = b eine feste Flache ergibt. Das unbestimmte
Integral [ f(x) dz = F(x) + C ist die Stammfunktion F' der Integrandfunktion f. Diese Stammfunktion F
kann man fiir verschiedene x auswerten. So soll z.B. x die Werte z1 = a und x5 = b annehmen und wir erhal-
ten: F'(a) + C bzw. F(b) + C. Die Differenz dieser Auswertungen ist F(b) + C — (F(a) + C) = F(b) — F(a).
Sie ist konstant, also ein fester Wert, und dieser Wert ist gleich der Fliche zwischen Kurve und z-Achse in
den Grenzen von x1 = a bis x5 = b.

Wenn man den Wert eines bestimmten Integrals berechnen will, geht man folgendermassen vor:
1. Berechnen der Stammfunktion: [F' (:c)]z
2. Einsetzen der Grenzen: ’obere Grenze — untere Grenze’: F(b) — F(a)

Beim unbestimmten Integral wird auch die Integrationskonstante C aufgeschrieben. Bei der Berechnung des
bestimmten Integrals wird auch die Stammfunktion ermittelt. Dabei kann man die Integrationskonstante
weglassen, da sie bei der Differenzbildung ohnehin wegfallt.

3 3 3 3 3
Beispiel: [z?dz = [ ] = [% — %} —[Z-1]=2
1

z_
3 1 3
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5.2.3 Rechenregeln fiir bestimmte Integrale

f@)de = — [ f(x)du

a

=0

c b
f@)dz = [ f(x)de+ [ f(z)dx

8 —o

5.3 Anwendungsbeispiele

Die Berechnung von unbestimmten und bestimmten Integralen findet in der Technik eine breite Anwendung.
Differentialgleichungen geben den Zusammenhang zwischen einer Grosse und ihren Ableitungen an. Die Lo-
sung einer gewOhnlichen Differentialgleichung wird h#ufig durch Berechnen von unbestimmten Integralen
gewonnen. Fiir Flachen- und Volumsberechnungen werden bestimmte Integrale verwendet. Mit sogenannten
Doppel- oder Dreifachintegralen kénnen z.B. Volumina von Koérpern mit verschieden definierten Begren-
zungsflichen, aber auch Flichenmomente, Triagheitsmomente und der Schwerpunkt eines Korpers ermittelt
werden. In diesem Kurs bschrinken wir uns auf die Berechnung von Fldchen und Rotationskorpern.

5.3.1 Flidchenberechnung

Mit dem bestimmten Integral kann man die Fliche zwischen einer Kurve und der xz-Achse in den gegebenen
Grenzen direkt berechnen. Dann ist es aber auch nicht schwierig, die von zwei Kurven eingeschlossene Fléche
zu ermitteln.

5.3.2 Fliche zwischen zwei Kurven

Gegeben sind die Kurven mit den Gleichungen y = 23 — 4z und y = x - (z — 2)(z — 3). Gesucht ist die von
diesen beiden Kurven eingeschlossene Fléche.

Um die gesuchte Fliche zu erkennen, werden die Kurven in ein Diagramm gezeichnet. Die erste Kurve ist
eine Parabel 3. Ordnung mit den Nullstellen —2,0, 2, die zweite Kurve ist ebenfalls eine Parabel 3. Ordnung,
hat aber die Nullstellen 0, 2, 3.

Abbildung 28: eingeschlossene Fliche

Aus der Zeichnung geht hervor, dass in den Grenzen von x; = 0 bis x5 = 2 eine Fliche von den beiden
Kurven eingeschlossen wird. Wenn die Schnittpunkte der Kurven nicht so offensichtlich wie in diesem Fall
sind, muss man sie durch Losen des entsprechenden Gleichungssystems berechnen. Zu bedenken ist, dass der
Wert eines bestimmten Integrals negativ ist, wenn die Kurve unterhalb der x-Achse liegt, die Funktionswerte
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also dort negativ sind. Das kommt uns in diesem Fall gelegen. Wenn wir die Differenz der Funktionsterme
zwischen oberer und unterer Kurve integrieren, erhalten wir die Summe der Flichenteile.

2 2 2
[(z-(z—=2)(x—3) - (2* —42)) do = [ (2% — Ba? + 62 — 2® + 4) do = [ (—5a2? + 10z) dx = [75“33—3+10 :
0 0 0

[5-8+10-3] —[0]=-R+20=2 =67

Generell kann man die von zwei Kurven mit den Gleichungen y = f(z) und y = g(z) eingeschlossene Fliche
folgendermassen berechnen:

b
Fliche A — /(f(x) ~ (@) dz

5.3.3 Volumen von Rotationskdrpern

Gegeben ist eine Kurve mit der Gleichung y = f(z). Diese Kurve soll in den Grenzen von z; = a bis
r9 = b um die z-Achse rotieren, wobei sie einen Rotationskorper umhiillt. Gesucht ist das Volumen dieses
Korpers. Das bestimmte Integral bietet eine gute Losung fiir das Problem. Bei der Fldchenberechnung sind
wir von schmalen Rechtecken ausgegangen und haben die Summe von unendlich vielen, unendlich schmalen
Rechtecken gebildet. Den Rotationskorper kann man in ganz schmale Scheiben schneiden.

E Iy
| ":J"%w%'fi;igar ﬂuﬂf !f-”
=)
= i

¥ y=Hx)
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Abbildung 30: Rotationskorper: Schnitt

Die Scheiben sind Zylinder mit dem Radius f(z) und der Hohe Ax. Das Volumen eines solchen Zylinders

ist:
Vizg = (f(z:))? 7 Az

Und die unendliche Summe ergibt dann:

VRotationskrper = lim Z (f(xz))Q m Ami = / (f(l‘))2 mdr = 7T/ y2 dx

n—oo
i=1 1 x1
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5.4 Aufgaben

1) a)f(2x5—4a:4+3x3—m2—5x+2) de b) [ (2?2 — %) dz
J (322 =52 +1-2) do d) [ (52 +3f)

/—\

2) a)[(e"—1)de b) (2sinx + cosx) dx

Q) [ (3V2?) de
(SI) dz ¢ f(Wj;”w) dz  d) j( 5 —1) dz

4) a) 5(9022) dx D) Of2(2x2 —4z) dz <) _fll (=323 +42% - 2) dz  d) j(%) dx

—~
Q
2
| N
8
\
w
2
B
)
)
S—
QU
8
2

— —

3) a) (2x273:§3+4z4> dz D)

B 1 0 ™
5) a) {(sinx) dr b) { (-=3%-) dz ¢ ;[2 (x +sinz) de d) 7f (cosz) dx

2

6) a) [(e*)dx b) f(m—i— Lydx o j(\/#) dr d) of (Tlﬂ) dx

Ct—r

7) Berechnen Sie die Flidche zwischen Kurve und z-Achse zwischen den beiden Nullstellen:
a)y=-322+4x—1 b)y=a>—42>

8) Die Kurven mit den Gleichungen schliessen eine Fliche ein, deren Grésse zu berechnen ist:
y=(2—-2)(z+3)(z—1) und y = (z —2)* (x — 1)

9) Berechnen Sie die von Sinus- und Cosinuskurve zwischen zwei benachbarten Schnittpunkteneingeschlos-
sene Fliche!

10) Wird eine Schraubenfeder durch eine Kraft F' verlingert, nimmt sie Energie auf (Spannungsenergie).
Fiir die Kraft gilt das Hooke’sche Gesetz: F' = k - z, wobei k die Federkonstante ist. Welche Energie
nimmt die Feder mit der Federkonstanten k¥ = 0.30 N/m bei einer Verlingerung von z; = 0 m auf
r9 = 0.20 m auf?

11) Durch die Gleichung 22 + 4y? = 4 ist eine Ellipse in der z-Ebene gegeben. Welches Volumen hat der
Rotationskorper, der durch Rotation dieser Ellipse um die z-Achse entsteht?

12) Die Sinuskurve rotiert in einem Abschnitt zwischen zwei benachbarten Nullstellen um die z-Achse.
Charakterisieren Sie den dabei entstehenden Rotationskorper und berechnen Sie das Volumen.
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5.5 Losungen

1) a) 1/32% —4/52° + 3/42* —1/32% —5/22% + 22

b) 1/32% + 27!
c) x3 —5/22% + 2 — 2 In(x)
d) 5/62° +6/5 Vadz

2) a) e” — In ()
b) —2 cos () + sin (x)
c) 2tanx + 6cot x
d) 9/52°/3

3)a)2z?—3x+21In(x)
b) 4/3 /T
¢) 2z —22°/?
d) 3arsinh (z) — x

4)a) i b) —8 ¢) -t de

5)a) 1, b) —4, ¢) —3.416,d) 0

6) a) 1.718, b) 8.89, ¢) 0.375, d) 1.11
7) a) 4, b) &

8) 2

9) 2v/2

10) 0.006 J

1) 8«

12) § w2
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