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bgMat3: Differentialgleichungen: Lésungen

Definition der DGL und Richtungsfeld

Aufgabe Abschnitt 1/1

Zeigen Sie durch Differenzieren und Einsetzen, dass die Funktion y = % die allgemeine Losung der Dif-

ferentialgleichung z(1 + x)y’ — y = 0 darstellt (C € R). Wie lautet die durch den Punkt P(1;8) gehende
Losungskurve?

Lésung:

Man bildet die 1. Ableitung der angegebenen Lsungsfunktion und setzt y(x) sowie y'(z) in die DGL ein.
_ Cxz

Y=1%z
; _ C-(142)—Cz-1 __ C

VY ="z = te2

z(l+a)y —y=0

Cx Cx =0

1+x 14z
Unabhéangig von der Wahl von = erhilt man eine wahre Aussage, d.h. die DGL wird durch die vorgeschlagene

Losung identisch erfiillt.

Aufgabe Abschnitt 2/1

Skizzieren Sie das Richtungsfeld der jeweiligen Differentialgleichung 1. Ordnung mit Hilfe von Isoklinen und
versuchen Sie, eine Losungskurve einzuzeichnen. Wie lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung?

a)y =34 2>0

b) v =y

Losung:
Isoklinen verbinden die Punkte, an denen die Losungskurven dieselbe Steigung haben. Man wahlt einen Wert
fiir die Steigung und kann dann die Gleichung der Isokline bestimmen.
a)y'=m=35-1
y =2mz
Nun werden fiir m konkrete Werte eingesetzt und die jeweiligen Isoklinen bestimmt.
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b) ' =m =y

%;Txerden fiir m konkrete Werte eingesetzt und die jeweiligen Isoklinen bestimmt.
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Aufgabe Aufgaben zum Richtungsfeld

Skizzieren Sie das Richtungsfeld der DGL 1. Ordnung mit Hilfe von Isoklinen und versuchen Sie eine L&-

sungskurve einzuzeichnen:

a)y=1-y

b) y =z +y

o)y =y
Loésung:

a)y=m=1-y
y=1—-m

Nun werden fiir m konkrete Werte eingesetzt und die jeweiligen Isoklinen bestimmt.
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b))y =m=xz+y
y=1—m
Nun werden fiir m konkrete Werte eingesetzt und die jeweiligen Isoklinen bestimmt.
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<)y =m=ay
y=1—-m
Nun werden fiir m konkrete Werte eingesetzt und die jeweiligen Isoklinen bestimmt.
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Trennung der Variablen
Aufgabe Abschnitt 2/4a

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Trennung der Variablen:
22y = y?
Loésung:

2

Umformen auf y': ¢ = %

1. Differential dy = y/'de = % - dx

2. Trennen d—g = dz
Yy xT
. d dx
3. Integrieren yi; =/ %
-1 —1
y _
=5 +C
-1 _ -1 +C

Aufgabe Abschnitt 2/4b

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Trennung der Variablen:
V(1+ %) = ay

Loésung:
Umformen auf /: ' = (HIQ)

1. Differential  dy = y'dx = 1%y - du
d
2. Trennen Ty = HZQ dx

3. Integrieren f?y [ 15=d
Inly|=[24 =1 [d = L] —|—1n|C’| =Ilnv1+ 22+ n|C|

z 2x
z=1+22
dz = 2xdx

d
dr = 52

y=C-vV/1+22mitCeR

Aufgabe Abschnitt 2/4c

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Trennung der Variablen:
y'=01-y)?



Loésung:
1. Differential dy = y/dx = (1 —y)? - dx

d
2. Trennen ﬁ =dx
3. Integrieren [ (15?;)2 = [dx - )
1 ebenrechnung:
= =x+C d —dz - 27t 1 1
ify: e Jafpde= [ =~ [ de=—25 = =5
y:lfi:'”rc’l z=1—y
x+C' xz+C dz = _dy
dy = —dz
Aufgabe Abschnitt 2/5a
Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Trennung der Variablen:
y' + (coszx) -y =0, y(r/2) = 2r
Loésung:
Umformen auf y': ¢/ = —cos (x) -y
1. Differential dy =y'dx = —cos(z) -y - dx
2. Trennen d—yy = —cos (z)dx
3. Integrieren [ dy—y = — [ cos (z)dx
In|y| = —sin (x) + In|C]|
y = C . e—sin(:c)
Anfangsbedingung: y(7/2) = 27
2r = CefSin(ﬂ'/z) =C.e ! = %
C =2me
Yp = Ime - e~ Sin (z) — o7 - el—sin (z)
Aufgabe Abschnitt 2/5b
Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Trennung der Variablen:
rle+1)y =y, yl)=3
Losung:
Umformen auf ¢/: 3/ = %
1. Differential dy = y'dx = % -dx
dy _ _ dz
2. Trennen v = Tt
3. Integrieren f%y = —f% - )
z ebenrechnung:
Inly|=—1In \%1| +1n|C| 1 _ A +gA _ A(z+1)+B-x)
y= % z(z+1l) — =z r+1 z(z+1)
‘ xt: 0=A+B
Anfangsbedingung: y(1) = 1 a?: l=5B
1_01_¢C B=
Ao A=
= Jwetn =/ =5+ 5 = —Infal+Infe + 1] = In|=H]



Aufgabe Abschnitt2/5c

Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen 1. Ordnung durch Trennung der Variablen:
vy +a?=1  y@2)=1

Losung:
2
Umformen auf ¢/: ¢/ = 1;5
1. Differential dy = y'dx = 1;7502 -dw

2. Trennen yidy = (1 — 2?)dx
3. Integrieren  [y?dy = [(1 —2?)dx

Anfangsbedingung: y(2) =1
1=+v3-2-23+C;

1=¥6-8+C;
1=-2+C4
C;=3

yp = V3x —a®+3

Aufgabe Abschnitt 2/6a

Losen Sie das folgenden Anfangswertproblem:
yy' =2 %" mit y(0) = 2

Loésung:
Umformen auf: ¢/ = 2%
1. Differential dy = y'dz = 2" - da
2. Trennen ydy = 2e**dx
3. Integrieren  [ydy =2 [ e**dx
2

Anfangsbedingung:
y(0) =2
2=+V24+C4
4=24+C;
Ci=2

Yp = V2€% +2

Aufgabe Abschnitt 2/8

Durch die Differentialgleichung 1. Ordnung m% + kv = mg wird die Sinkgeschwindigkeit v eines Teilchens

der Masse m in einer Fliissigkeit beschrieben (k: Reibungsfaktor; g: Erdbeschleunigung).
a) Bestimmen Sie die allgemeine Lésung v = v(t) dieser Differentialgleichung durch Trennung der Variablen.
b) Wie lautet die partikuldre Losung fiir den Anfangswert v(0) = vg?

c) Welche Geschwindigkeit v;,q, kann das Teilchen maximal erreichen?



Loésung:

a) Die DGL wird zunichst auf v geldst, um zu verifiziren, dass sie durch Separation |dsbar ist.

mg—kv
m

1’}:

1. Differential dv = ddt = ™K . gt

2. Trennen mdfk =1Lgt
g—kv m

3. Integrieren [ mgdfkv = [ Ldt

—% In|mg — kv| = & -t 4+ In|C| Nebenrechnung:

In|mg — kv| = —£ .t + In|Cy| Ik m;fkv =[7% = —Linfu| = —1 In|mg — kv
k

mg—kU:C'l-e_ft u=mg — kv

kv:mg—Cre*Hf du:—lccl-dv

v(t):%—i—Cg'e*ﬁt dv=—G

b) Partikuldre Lésung fiir v(0) = vy:
Vo = % =+ CQ . 60

m
Ca =vo — 5

0p(t) = B2 + (ug — 2) - e

c) Maximale Geschwindigkeit:
Fiir relativ kleines v, fiir welches vy < % ist, ist Cy negativ und das Geschwindigkeitsmaxiumum erhalt
man mit dem Grenzwert mit ¢ — oo.

— iy Mg mg -kt __ mg
Umaz = lim GE 4 (vo — G7) et =51

Wenn vg gross ist, sodass der Wert fiir Cy positiv wird, ist die Maximalgeschwindigkeit natiirlich vg

Aufgabe Abschnitt 2/10

Ein Korper besitze zur Zeit ¢t = 0 die Temperatur T, und werde in der Folgezeit durch vorbeistromende Luft
der konstanten Temperatur Ty, gekiihlt (T, < Tp). Der Abkiihlungsprozess wird dabei nach Newton durch

die Differentialgleichung
dT
E = —CL(T — TL) (Cl > O)

beschrieben (a: Konstante). Bestimmen Sie den zeitlichen Verlauf der Kérpertemperatur T' durch Trennung
der Variablen. Welchen Endwert erreicht die Korpertemperatur?

Losung:
1. Differential dT = T'dt = —a(T — Ty) - dt
2. Trennen Td—]C;“L = —a-dt
3. Integrieren TCEFL =—[a-dt

In|T —Tp| = —at +1n|C|
T—TL:C'e_at
TZTL—FO'e_at

Anfangsbedingung: T'(0) = Tp
To=T,+C-e°

C=Ty-T

Tp =T + (TO — TL) ceat
Endwert der Korpertemperatur:

Mit dem Grenzwert mit ¢t — oo erhalt man den Endwert.
T = tlim (TL + (TO — TL) . eiat) =17
—00

Aufgabe Abschnitt 2/7

Wir betrachten die folgende chemische Reaktion: Ein Atom vom Typ A vereinige sich mit einem Atom vom
Typ B zu einem Molekiil vom Typ AB:
A + B — AB. Die Anzahl der Atome vom Typ A bzw. B betrage zu Beginn der Reaktion (d. h. zur Zeit



t = 0) a bzw. b. Nach der Zeit ¢ seien x = z(¢t) Molekiile AB entstanden. Dann l&sst sich die chemische
Reaktion durch die Differentialgleichung 1. Ordnung

dzx
dt

=k(a—2x)(b—2)

beschreiben (k > 0: Konstante, vom Chemiker als Geschwindigkeitskonstante bezeichnet).
a) Losen Sie diese Differentialgleichung fiir a # b und den Anfangswert z(0) = 0.
b) Wann kommt die Reaktion zum Stillstand (unter der Annahme: a > b)?

Loésung:
Trennung der Variablen: & = k(a — z)(b — )

1. Differential dx = @dt = k(a — 2)(b— x) - dt
dx _ .

2. Trennen m =k-dt

3. Integrieren [ =T (=) l)(b o = =[k-dt

1 a—x Nebenrechnung Partialbruchzerlegung
7;, n| | =kt +In[C| _ A(b—z)+B(a—z) Ab—Az+Ba—Bx
In|8=2| = “(a—b) -kt +1n|C] e e Bl et o s R o )
a=z _ (1 . gla—b)kt Koefﬁnentenverglemh.
b—x — “1°€ 1
a—xZ(b—x)~Cl-e(a7b)kt z: 0=—-A-1B
z-(Cp ekt 1) =p.Cp-ele=tRt g 29 1= Ab+ Ba
T = b-Cq-elo— Wbt _g B=-A = 1= Ab— Aa
= 4C1'€(a7b)kt71 1= A(b _ Cl)
_ 1 _ 1
A=p0 ="
_ _ 1
B=-A=_—+
f (afmcgfbfx) _ﬁ adfz + ai f% =
= aibln|a—x|— ﬁlnﬂ)—x = a% n|¢==%|
Lineare DGL 1. Ordnung
Aufgabe Muster Lineare DGL 1. Ordnung
y + 2y =2sinzx
Losung:
1. homogene DGL:
¥ +2y=0
Trennung der Variablen: Alternative Lésung: Exponentialansatz
y/ — _2y y — e)\:E
y/ _ )\6A$
1. Differential dy = y'dx = —2ydzx Einsetzen: Ae M 4 22 = ()
2. Trennen W 9y A+2=0
Y A=-2
3. Integrieren [ dy—y =-2[dx yp=C e 2
In|y| = =22 + In|C|
y=C.e %

2. Partikuldre Losung:

Yy + 2y =2sinx

Aufsuchen einer partikuldren Losung entsprechend der Storfunktion:
Ansatz: y, = A-sinz + B - cosz

y, = Acosz — Bsinx

Einsetzen:

Acosx — Bsinx + 2Asinx + 2B cosx = 2sinz
Koeffizientenvergleich:



sing: —B+2A=2

cosz: A+2B=0
B=2-24 = A+2(2-24)=2

—3A+4=2

2
Azg
B=2-2.2=2

— 2 2 o9
Yp = 3sInT + 3COST

Allgemeine Lésung: y =yp +y, =C - e 2% 4 %sinac + %cosx

Biegelinie

Ein elastischer Stab liegt an den Enden auf und wird in der Mitte punktférmig belastet. Welche Form nimmt
der Stab unter dieser Belastung an?

Losung

Auf dem Blatt Biegelinie ist die Losung fiir die linke Seite dargestellt. Fiir die rechte Seite soll die Lésung nun
gefunden werden.

Es gilt: v = —Aé(;)

Nun gilt es Mpg(x) zu bestimmen. Der Punkt B wird nun als Drehpunkt verwendet.

Mp(z)=—-F(zx— %)+ Fa-2=-Fz+Fi+Lz=L(a—2)




