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Kapitel 1 Mass und Messen, Normen

1.1 Das internationale Einheitensystem

Am Anfang der Zivilisation stand die Messkunst. Unsere Vorfahren lernten die Messtechnik anzuwenden,
als sie sesshaft wurden, Hiauser bauten und Felder bestellten. Die ersten Masseinheiten waren Naturmasse:
Schritt, Elle Zoll, Fuss usw. Im Laufe der Zeit wuchs die Zahl der verwendeten Einheiten zu einer uniiber-
schaubaren Fiille an. Deshalb wurde im Jahre 1875 von 17 Staaten die Meterkonvention abgeschlossen, der
heute 40 Staaten angehoren. 1960 wurde von der 11. internationalen Konferenz fiir Mass und Gewicht das
Internationale Einheitensystem (SI) angenommen, das heute in vielen Staaten verbindlich eingefiihrt ist.

Eine physikalische Grosse (z.B.: Linge, Masse, Zeit) beschreibt eine einzelne genau definierte Eigenschaft
einer Erscheinung qualitativ und quantitativ.

Messen heisst, die zu messende Grosse mit einer festgelegten Masseinheit zu vergleichen.

Dabei gilt: Grosse = Zahlenwert x Masseinheit

Sl-Basisgrosse Sl-Basiseinheit
Lange [ Meter m
Masse m Kilogramm kg
Zeit t Sekunde s
elektrische Stromstérke I Ampere A
thermodynamische Temperatur T’ Kelvin K
Stoffmenge n Mol mol
Lichtstarke I, Candela cd

Von den Basiseinheiten werden weitere gebréuchliche Einheiten abgeleitet. Hier einige Beispiele:

Abgeleitete Grosse SI-Einheit

Kraft Newton N = msé‘g
Druck Pascal Pa = HIEQ = %
Arbeit, Energie Joule J = m;kg = Nm
Leistung Watt W = % = g
Elektrische Ladung Coulomb C = As
Elektrische Spannung Volt V = Hsfll;g = %
Elektrischer Widerstand Ohm Q = ’:;2‘23; =¥
Elektrische Kapazitiit Farad F = %;M =




1.2 Dezimale Vielfache und Teile von Einheiten

1000000000000 = 102 Billionenfach Tera T
1000000000 = 10° Milliardenfach Giga G
1000000 = 10° Millionenfach Mega M
1000 =103 Tausendfach Kilo k
100 = 102 Hundertfach Hekto h
10 =10t Zehnfach Deka da
0,1 =10""! Zehntel Dezi d
0,01 =102 Hundertstel Zenti C
0,001 =10"3 Tausendstel Milli m
0,000001 =10 Millionstel Mikro 1
0,000000001 = 10~? Milliardstel Nano n
0,000000000001 = 10~1'2 Billionstel Piko p
Beispiele:
1 cm = 1 Zentimeter 1 ns = 1 Nanosekunde
1 MW = 1 Megawatt 1 kWh = 1 Kilowattstunde

Fiir ndhere Einzelheiten zu den Definitionen der Masseinheiten sei auf das Bundegesetz iber das Messwe-
sen vom 9.6.1977 (http://www.admin.ch/ch/d/sr/9/941.20.de.pdf) und auf die Einheiten-Verordnung vom
23.11.1994 (http://www.admin.ch/ch/d/sr/9/941.202.de.pdf) verwiesen.

1.3 Normen

Auslese und Vereinheitlichung von Formen, Grossen, Abmessungen und Abldufen, d.h. technische Normung,
sind keine Erfindung der Neuzeit. Bereits im alten Agypten wurden um 1500 v. Chr. einheitlich genormte
Ziegel aus Nilschlamm fiir den Héuserbau verwendet. Im Mittelalter sorgten Zunftsatzungen fiir zahlreiche
technische Detailregelungen. Der Beginn einer systematischen Normung ist in der zweiten Halfte des 19. Jahr-
hunderts anzusetzen. Mit der Industrialisierung, der Entdeckung mechanischer Energiequellen, der Erfindung
leistungsfihiger Werkstoffe und der Entwicklung rationeller Produktionstechniken zeigte sich die Notwendig-
keit zu einer Standardisierung grossen Stils. Der Anstoss fiir eine Vereinheitlichung auf technischem Gebiet
kam aus England. Der englische Fabrikant Witworth stellte 1841 das erste brauchbare, nach ihm benannte
Gewindesystem fiir Werkschrauben auf, das sich sehr bald auch in der deutschen Industrie durchsetzte. Auch
bei der Vereinheitlichung der Masseinheiten wurden im letzten Jahrhundert die Grundlagen gelegt. Gleich-
zeitig wurden technisch-wissenschaftliche Vereinigungen gegriindet, die an der Standardisierung interessiert
waren und die Normungsarbeit leisteten. Zu nennen sind in Deutschland der Verein Deutscher Ingenieure
(VDI) und der Verband Deutscher Elektrotechniker (VDE). 1917 wurde in Deutschland der Verein "Nor-
malienausschuss fiir den allgemeinen Maschinenbau beim VDI” gegriindet, aus dem das heutige "Deutsche
Institut fiir Normung” (DIN) hervorgegangen ist. Auf internatonaler Ebene entstanden am Anfang des 20.
Jahrhunderts die ersten Organisationen. 1906 wurde in St. Louis die "International Electrotechnical Commis-
sion” (IEC) gegriindet. Fiir das nicht-elektrotechnische Gebiet folgte 1928 die Griindung der International
Federation of the National Standardizing Assoziations (ISA), die der Vorldufer der 1946 etablierten Interna-
tional Organization for Standardization (ISO) ist. ISO und IEC sind Vereine nach Schweizer Zivilrecht und
haben ihren Sitz in Genf, Mitglieder sind die nationalen Normungsorganisationen. So ist z.B. Deutschland
mit dem DIN , die Schweiz durch den Schweizerischen Normen-Verein (SNV) in der ISO vertreten.

ISO und IEC erarbeiten internationale Normen, die in der Praxis unmittelbar angewendet werden koénnen.
Die Normungsarbeit wird in beiden Organisationen in Technischen Komitees geleistet. Alle Mitgliedsorgani-
sationen haben das Recht, sich an der Arbeit dieser Gremien zu beteiligen, die ehrenamtlich von Fachleuten
aus aller Welt geleistet wird. Neben der internationalen Normung hat auch die technische Vereinheitlichung



auf européischer Ebene grosses Gewicht. 1961 wurde das Comitée Européen de Normalisation (CEN) und
1971 fiir die Elektrotechnik das Comité Européen de Normalisation Electrotechnique (CENELEC) gegriin-
det. Die Arbeit dieser beiden Organisationen besteht vornehmlich darin, die von ISO und IEC erstellten
internationalen Normen zu egénzen und in Europa einheitlich einzufithren. CEN und CENELEC nehmen
somit eine Mittlerrolle zwischen internationaler und nationaler Normung ein.

Technische Normen représentieren den Wissens- und Erfahrungstand der jeweiligen wissenschaftlich-technischen
Disziplin. Sie miissen entsprechend dem Fortschritt von Wissenschaft und Technik sténdig weiterentwickelt
werden. Die Legitimation fiir die Schaffung technischer Normen beruht einzig auf Fachkunde. Erfahrung und
genaue Kenntnis der Gegebenheiten und Bediirfnisse des jeweiligen Fachgebiets legitimieren zur Festsetzung
von Standards, die sich nur durch die Anerkennung durch die Fachwelt aufrecht erhalten lassen. Das erklért
auch, warum die technische Normung iiberwiegend von privaten und nicht von 6ffentlichen Institutionen
getragen wird. Die Arbeitsgremien sind auf nationaler wie auch auf internationaler Ebene ganz iiberwiegend
von ehrenamtlichen Fachleuten aus den beriihrten Fachgebieten besetzt. Wissenschaft und Technik haben
mit der technischen Normung in ihrem heutigen Erscheinungsbild ein Selbstregelungsmodell entwickelt. Der
Staat kann sich statt selber ordnend einzugreifen auf die Setzung normativer Schutzzielbestimmungen und
deren Kontrolle beschrénken.

Im allgemeinen unterscheidet man folgende Arten von Normen:
e Massnormen (iiber Masse und Toleranzen von Gegensténden)
e Qualitdtsnormen
e Gebrauchstauglichkeitsnormen
e Stoffnormen (physikalische, chemische und technologische Eigenschaften von Stoffen)
e Sicherheitsnormen

e Priifnormen (fiir Untersuchungs-, Priif- und Messverfahren zum Nachweis von Eigenschaften techni-
scher Erzeugnisse oder Stoffe)

e Verfahrensnormen (Verfahren zum Herstellen, Behandeln und Handhaben von Erzeugnissen)

e Planungsnormen

e Dienstleistungs- und Liefernormen

e Verstindigungsnormen (Verstindigung unter den Fachleuten, Terminologie, Zeichen und Systeme)

Aus dem Uberblick iiber mégliche Inhalte technischer Normen lassen sich bereits ihre Funktionen erkennen.
Im grossen und ganzen werden vier iibergreifende Funktionen deutlich:

e die Ordnungsfunktion

o die Rationalisierungsfunktion

o die Qualitétssicherungsfunktion

e die Schutz- und Sicherheitsfunktion

Normen sind also eine von einem gewissen Personenkreis anerkannte Art, eine sich wiederholende Aufgabe
zu losen. Sie geben damit einerseits Auskunft {iber die einschlidgigen Wissens- und Erfahrungssétze einer
bestimmten Disziplin an, andererseits wenden sie diese Wissens- und Erfahrungssétze gleichzeitig auf eine
konkrete Aufgabe an und gelangen auf dieser Basis zu bestimmten Schlussfolgerungen. Fiir die Normungs-
gremien bedeutet dies, dass sie zunéchst den fiir ihre Aufgabe massgeblichen Stand der Wissenschaft zu
ermitteln haben. Sodann koénnen sie die ihnen gestellte Aufgabe 16sen, wobei in der iiberwiegenden Zahl der
Fille neben der Kodifikation naturwissenschaftlich-technischer Erkenntnisse und Erfahrungen auch Abschiit-
zungen und Wertungen vorzunehmen sind, denn oft gibt es nicht nur eine richtige Losung fiir das Problem.
Verschiedene gleichermassen vertretbare Losungen verlangen Entscheidungen, womit oft auch Weichenstel-
lungen verbunden sind. Daher kénnen Normen nur von solchen Personen erstellt werden, die ein Héchstmass
von solider Fachkenntnis und Erfahrung, gepaart mit Augenmass, Intuition und Verantwortungsbewusstsein
haben.



1.4 Messprotokoll

Wird eine physkalische Grosse gemessen, muss immer ein Messprotokoll angefertigt werden. Das Messproto-
koll erfasst alle Messwerte (auch Fehlmessungen), in der Regel die direkte Auswertung der Werte und eine
Fehlerabschétzung. Es soll auch eine Skizze oder ev. ein Bild der Messanlage zeigen. Eine Dokumentation
iiber die verwendeten Messgerite und der Messverfahren darf nicht fehlen. Insbesondere ist anzugeben, wel-
cher Messbereich des Messgeriites verwendet worden ist, und welche Angaben der Hersteller zur Genauigkeit
gemacht hat. Die Messwerte selbst tragt man in der Regel in eine vorher vorbereitete Tabelle ein. Dabei kann
man auch darauf achten, dass Platz fiir aus den Messswerten zu berechnende weitere Grossen vorhanden ist.
Messwerte konnen natiirlich auch mit dem Computer erfasst werden, entweder mit einem Tabellenkalkulati-
onsprogramm oder direkt mit einem Interface, iiber welches die Messdaten direkt eingelesen werden. In jedem
Fall ist darauf zu achten, dass die Messwerte unmittelbar festgehalten werden, sie diirfen nicht nachtraglich
aus dem Gedichnis rekonstruiert werden. Deshalb ist bei einer Messwerterfassung mit dem Computer darauf
zu achten, dass die Werte regelmésssig gesichert werden.

In einem Laborprotokoll werden Eintragungen nie ausradiert oder sonstwie unkenntlich gemacht. Vermeint-
lich falsche Aufzeichnungen werden vielmehr so durchgestrichen, dass sie weiterhin lesbar bleiben. Sie werden
mit einem Kommentar versehen, der den Leser iiber den Grund des Irrtums aufkléirt. Nachtragliche Eintra-
gungen ins Protokoll sind als solche zu kennzeichnen.

1.5 Fehlerbeurteilung

Die Messung einer physikalischen Grosse bedeutet den Vergleich mit einer Masseinheit derselben Grosse. Es
liegt in der Natur des Vergleichens, dass dabei Fehler auftreten. Dabei ist zwischen den systematischen und
den zufilligen Fehlern zu unterscheiden.

1.5.1 Systematische Fehler

Systematische Fehler liegen vor, wenn z.B. Messgeréte nicht richtig kalibiert sind. Sie kénnen aber auch im
Messverfahren begriindet sein. So fithrt die Nichtberiicksichtigung von Nebenumsténden ev. zu einem Fehler.

1.5.2 Zufillige oder statistische Fehler

Auch bei konsequenter Vermeidung von systematischen Fehlern wird die mehrmalige Messung einer Grosse
nicht immer dasselbe Resultat liefern, selbst bei grosster Sorgfalt beim Messen. Der zuféllige oder statistische
Fehler kann mit Ereignissen aus der mathematischen Statistik verglichen werden. Die Theorie sagt, dass der
statistische Messfehler normalverteilt ist

1.5.3 Mittelwert

Unter dem Mittelwert versteht man das arithmetische Mittel der gemessenen Werte.

n
_ 1
I:*E xZ;
n-
=1

Auf dem Taschenrechner bzw. dem Computer kann man den Mittelwert meist mit Anweisungen "JAVERAGE”
oder "MEAN” bzw. "MITTELWERT” berechnen.
1.5.4 Standardabweichung

Die Standardabweichung gibt die mittlere Abweichung des Einzelwertes vom Mittelwert an. Sie ist definiert
durch:

Az = ! Z(wiff)z

n—1 4%
=1

Auf dem Taschenrechner bzw. dem Computer kann man die Standardabweichung meist mit Anweisungen
"STANDARDDEVIATION ", "STDEV " oder “'STABW “ berechnen.

Die Standardabweichung gibt ein Intervall [Z — Az, T + Axz] um den Mittelwert an, in dem geméiss Theorie
etwa zwei Drittel der Messwerte liegen.



Das Ergebnis wird immer in der Form T + Ax angegeben.

1.5.5 Relativer Fehler

Der relative Fehler wird durch den Quotienten aus Standardabweichung und Mittelwert berechnet. Es gilt:

A
relativer Fehler = fx
T

Der relative Fehler wird meist in % angegeben.

1.5.6 Fehlerfortpflanzung

Meist wird aus den Messungen durch Einsetzen in eine Formel eine andere physikalische Grosse berechnet.
Dabei ist zu beachten, dass sich die Messfehler der beteiligten Grossen auf die Zielgrosse iibertragen. Das
Gauss’sche Fehlerfortpflanzungsgesetz beschreibt die Fehleriibertragung entsprechend. Eine Fehlerabschét-
zung ohne Differentialrechnung kann folgendermassen gemacht werden:

Summe und Differenz:

z=xty absoluter Grosstfehler |Az| = |Az| + |Ay|

Produkt und Quotient:

z=u1xy oder z=2 relativer Grosstfehler = ‘g‘ = |£‘ + ‘ﬂ‘
y z T Y

Potenz:

z=2a" relativer Grosstfehler = |%| =n |%|

1.5.7 Beispiel

Mit einem Messband wurde die Lénge einer Wand in einem Zimmer gemessen. Die Messung wurde 10 Mal
durchgefiihrt, die Messwerte sind in der folgenden Tabelle wiedergegeben.

Lénge in m

7.23 7.25 7.18 7.20 7.24 7.13 7.23 7.24 7.17 7.24

Der Mittelwert dieser 10 Messwerte betrégt £ = 7.211 m, die Standardabweichung ist Az = 0.039 m. Als
Messergebnis wird somit © = & + Az = (7.211 + 0.039) m angegeben. Konkret bedeutet dies, dass mit ca.
66%-iger Wahrscheinlichkeit der wahre Wert fiir die Wandliéinge zwischen 7.171 m und 7.251 m liegt. Der

relative Fehler betrigt 2% = % = 0.0055 = 0.5%.

Fiir eine gewo6hnliche Messung mit einem Messband ist das Messergebnis erstaunlich gut. Im Labor kann mit
relativ giinstigen Messgeréten in der Regel ein relativer Messfehler von ca. 1% erreicht werden. Mit einer eher
billigen Ausstattung schafft man 3 bis 5%. Allgemein gilt die Regel, dass die Kosten fiir ein Messverfahren
um eine Zehnerpotenz steigen, wenn man die Messgenauigkeit um eine Zehnerpotenz erh6hen mochte. Das
ist allerdings nur eine grobe Faustregel, die von Fall zu Fall variieren wird.



1.6
1)

2)

Aufgaben

Geben Sie folgende Messergebnisse nur mit SI-Basiseinheiten an:
732N = 1235 C = 21-103 g = 0.00321 MW =

Stellen Sie das Messergebnis als Zahl mit einer Stelle vor dem Komma und mit geeigneten Zehnerpor-
tenzen dar:

84’000°000 m = 0.00000000123 kg = 1’280°000°000 J = 0.00000067 N =

Stellen Sie das Messergebnis ohen Zehnerpotenzen aber mit Hilfe von geeigneten Bezeichnungen fiir
dezimale Vielfache oder Teile dar:
84’000°000 m = 0.00000000123 kg = 1’280°’000°000 J = 0.00000067 N =

Mit einem Voltmeter wurde die Spannung an einem Widerstand gemessen. Die Messung wurde 12 Mal
durchgefiihrt, die Messwerte sind in der folgenden Tabelle wiedergegeben. Bestimmen Sie Mittelwert
und Standarabweichung und geben Sie das Egebnis korrekt an.

Spannung in V

0.235 | 0.237 | 0.230 | 0.240 | 0.235 | 0.232 | 0.234 | 0.230 | 0.233 | 0.247 | 0.235 | 0.229

Das arithmetische Mittel wird {iblicherweise als Lagemass dann berechnet, wenn die Messwerte nor-
malverteilt sind (siche Gauss’sche Normalverteilung). Ublicherweise sind Messwerte aus einer Serie von
physikalsichen Messungen tatséchlich normalverteilt, sodass hier das arithmetische Mittel wohl ange-
bracht ist. Ein anderes Lagemass ist der Median. Es ist jener Wert in der nach Grosse geordneten
Datenreihe, der genau in der Mitte liegt. Bei gerader Anzahl nimmt man den Mittelwert der beiden
Mitteglieder.

Die folgende Tabelle gibt die Messwerte der Spannung der obigen Aufgabe nach Grosse geordnet wie-
der. Bestimmen sie den Median und vergleichen Sie ihn mit dem arthmetischen Mittel. Wann wére es
besser, den Median als Lagemass zu verwenden? Suchen Sie ein treffendes Beispiel fiir einen solchen Fall.

Spannung in V

0.229 | 0.230 | 0.230 | 0.232 | 0.233 | 0.234 | 0.235 | 0.235 | 0.235 | 0.235 | 0.237 | 0.240

Um die Durchschnittgeschwindigkeit zu messen, haben Sie die Fahrzeit At fiir die zuriickgelegte Strecke

Az gemessen Die Durchschnittsgeschwindigkeit berechnen Sie sodann mit der Formel 7 = %. Hier
sind einige Beispiele von Messwertpaaren angegeben. Schreiben Sie die Loésung fiir die Durchschnitts-

geschwindigkeit so auf, dass das Resultat die Genauigkeit des Messprozesses wiederspiegelt.

a) Ax =341 m, At =1.2157 s
b) Az =120 km, At = 91 min
¢) Az =0.0235 m, At =0.002 s
d) Az =1245m, At =42

Im Labor befindet sich ein Tisch, dessen Lénge £ und Breite b Sie mit einem gewdéhnlichen Massstab
messen kénnen. Mit diesen Werten kann die Grosse der Tischfliche A berechnet werden. Es gilt: A = ¢-b.
Messen Sie Linge und Breite. Schitzen Sie jeweils den Messfehler und beurteilen Sie die Auswirkung
der Messfehler durch Fehlerfortpflanzung auf das Ergebnis fiir die Fliche A.

Gleich wie die vorherige Aufgabe: Sie messen mit Hilfe eines Messzylinders das Volumen V und mit
einer Waage die Masse m eines Korpers. Die Dichte p des Stoffes, aus dem dieser Korper besteht, kann
mit p = {7 berechnet werden. Gesucht sind die Auswirkungen der Messfehler auf das Ergebnis fiir die
Dichte.

Analog - digital: Im Labor ist ein Experiment zur Bestimmung der elektrischen Prozessleistung aufge-
baut. Es wird dabei die Spannung U iiber einer Glithlampe und die Ladungsstromstérke I durch die
Gliihlampe gemessen. Die Prozessleistung P.; kann man berechnen durch: Py = U - Ig. Die Messungen
werden einmal mit analogen Zeigerinstrumenten, das andere Mal mit Digitalmultimetern ausgefiihrt.
Uberlegen Sie sich, wie genau jeweils die Messungen sind (Abschitzung des Messfehlers) und beurteilen
Sie die Auswirkung auf das Ergebnis durch Fehlerfortpflanzung.




1.7 Loésungen

1) a) 7.32ke0
b) 123.5 As
c) 2.1-107° kg
d) 3210 W

)
)
)
2) a) 84-10"m
b) 1.23-1079 kg
c) 1.28-10% J
d) 6.7-1077 N
) 84 Mm
) 1.23 ug
) 1.28 GJ
)

670 nN

3) a
b

C

d

4) U =0.23475 V, AU = 0.004974937 V, Ergebnis: (0.235 4+ 0.005) V

5) Median: 0.2345 V
Hier liegt der Median nahe beim arithmetischen Mittelwert, da die Messwerte relativ gleichméssig um
den Mittelwert verteilt sind. Ist dies nicht der Fall, kann es grossere Abweichungen geben, insbesondere,
wenn es einzelne sehr grosse Ausreisser gibt. So ist z.B fiir den durchschnittlichen Jahreslohn in einem
Land der Median die sinnvollere Grosse.

6) a) U= =280%
b) o= 5t = 13 uh = 1O
) o= SR 122
d) o= 1%4'_4255‘“ =3.0%
7) Mit dem vorliegenden Messgerit kann man die Linge auf +1 mm genau messen. Die Fliche ist das
Produkt von Lénge und Breite. Somit ist der relative Grosstfehler = ’%| = |%| + |%’ mit Al =
Ab=1 mm.

8) Der vorhandene Messzylinder ldsst Messen mit einer Ungenauigkeit von £1 m¢ zu, die Mettler-Waage
misst mit einer Ungenauigkeit von £0.01 g. Somit ist der relative Grosstfehler = ‘%’ = |A7m} + ‘Ava|
mit Am = 0.01 g und AV =1 m/.

9) Da die Prozessleistung als Produkt von Spannung und Ladungsstromstérke berechnet wird, gilt fiir den
relativen Fehler wieder die Produktregel. Die Werte fiir den Messfehler bei den Messgerdten hingen
von den vorhandenen Geriiten ab (siche Handbuch) und kénnen hier nicht konkretisiert werden.



Kapitel 2 Translationsmechanik: Impuls und Impulsstrom

Mechanik bedeutet die Wissenschaft von Kérpern und ihren Bewegungen. Im einfachsten Fall wird ein Koérper
auf einen Massenpunkt reduziert und dessen Bewegung — geradlinig oder auch auf krummen Bahnen —
beschrieben. Natiirlich ist die Beschreibung von Bewegungen ausgedehnter Korper das erkléarte Ziel, aber
das ist oft nicht einfach erreichbar. In diesem Kapitel geht es in erster Linie um die Translationsmechanik
des Massenpunktes, d.h. die Bewegung entlang einer geraden oder krummen Linie, beschleunigt oder auch
nicht beschleunigt. Es geht insbesondere um die Frage, durch welche Ursachen die Bewegung beeinflusst
wird.

2.1 Der Impuls

Ein Massenpunkt m bewegt sich mit der Geschwindigkeit v (gemessen in einem definierten Bezugssystem).
Das Produkt m - v wird Impuls p genannt und ist eine Erhaltungsgrosse. Nachweisen kann man dies z.B.
mit Stossversuchen, welche zeigen, dass in einem abgeschlossenen System die Summe der Impulse konstant
ist. Die Geschwindigkeit ¢/ ist ein Vektor, und somit ist auch der Impuls p’ ein Vektor. Der Satz von der
Erhaltung der Impulssumme gilt also fiir die Vektorsumme der Impulse.

Stossversuche

Versuch 1: FEin Korper mit der Masse m fahrt auf der Luftkissenbahn mit der Geschwindigkeit v; gegen
einen ruhenden Ko6rper mit derselben Masse und stdsst mit diesem vollkommen unelastisch zusammen. Nach
dem Stoss bewegen sich die beiden Korper gemeinsam mit der Geschwindigkeit v. Die Messung zeigt, dass
die Geschwidigkeit nach dem Stoss gleich der Hélfte der Geschwindigkeit des ersten Korpers vor dem Stoss
ist: v = %vl.

Auswertung: Offenbar wurde der 'Schwung’ (Impuls) des ersten Korpers durch den Stoss auf beide Korper
verteilt. Da beide Korper dieselbe Masse und nach dem Stoss dieselbe Geschwindigkeit haben, muss wohl
der Impuls in jedem Korper die Hilfte des Impulses des ersten Koérpers vor dem Stoss betragen. Der Impuls
ist also nicht verloren sondern nach dem Stoss in beiden Koérpern vorhanden. Wenn man das Experiment
mit verschiedenen Anfangsgeschwindigkeiten ausfiihrt, wird man immer eine Halbierung der Geschwindigkeit
feststellen. Das ldsst vermuten, dass der Impuls proportional zur Geschwindigkeit des Korpers ist.

—_—

[ [ I I

vi>0 v,=0

[ I [

Wie wiirde das Experiment ausgehen, wenn die Masse m; mit der Geschwindigkeit v; gegen eine ruhende
Masse my = 2my stossen wiirde? Wenn unsere Beobachtung aus dem ersten Versuch stimmt, miisste die
Geschwindigkeit nach dem unelastischen Stoss % der Anfangsgeschwindigkeit der ersten Masse sein, denn es
gilt: myv1 = (mq +mz)v = 3myv. Daraus folgt: v = %vl. Das Resultat kann durch das Experiment bestétigt
werden.
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Versuch 2: Wir lassen nun Koérper mit verschiedener Masse auf einen ruhenden Koérper unelastisch stos-
sen. Die Versuche zeigen, dass der Impuls offenbar nicht nur von der Geschwindigkeit sondern auch von
der Masse des Korpers abhéingt. Haben die Korper gleiche Masse, wird die Geschwindigkeit des stossenden
Korpers halbiert. Ist die erste Masse doppelt so gross wie die zweite, sinkt die Geschwindigkeit weniger stark,
némlich auf % der Anfangsgeschwindigkeit. Das lésst den Schluss zu, dass der Impuls proportional zur Masse
des Korpers ist.

Der Impuls p eines Korpers mit der Masse m und der Geschwindigkeit v ist gleich p =m - v.

kg m

Die Masseinheit des Impulses ist ==

2.2 Impulstrom und Kraft

Die Experimente haben gezeigt, dass der Impuls bei Stéssen von einem Korper auf den anderen iibertragen
wird. Diese Ubertragung ist immer mit einer Verformung der beteiligten Kérper verbunden. Die Verformung
kann bleibend sein (unelastischer Stoss) oder auch wieder riickgéingig gemacht werden (elastischer Stoss). Die
Impulsiibertragung geschieht aber immer nur wéhrend des Verformungsvorganges. Wir unterschieden dabei
Verformung durch Zug oder durch Druck. Die Impulsiibertragung geschieht in Form eines Impulsstromes,
den wir mit I, bezeichnen. Der Impulsstrom wird {iblicherweise als Kraft wahrgenommen. Wir kénnen nun
sogar sagen, dass der Betrag des Impulsstromes, der durch die Verformungsstelle fliesst, gleich dem Betrag
der Kraft ist, welche an den Verformungsstellen jeweils auf die beteiligten Korper wirkt. Eine Frage ist aber
noch zu kléren, ndmlich wie es mit den Richtungen von Impulsstrom und Kraft steht.

2.3 Impuls und Kraft als Vektoren

Die Geschwindigkeit ist eine Grosse mit Betrag und Richtung, sie kann also als Vektor dargestellt werden.
Demnach muss also auch der Impuls ein Vektor sein. Es gilt:

p=m-v

Der Impulsvektor hat somit dieselbe Richtung wie der Geschwindigkeitsvektor. Fiir den Impulsstrom haben
wir aber so noch keine Vorgabe fiir die Richtung. Zur Orientierung dient immer ein Bezugskoordinatensystem.
Ist das Bezugssystem festgelegt, gilt folgende Regel:

Bei einer Druckbeanspruchung fliesst der Impulsstrom I, in positive Richtung,

bei einer Zugbeanspruchung fliesst er in negative Richtung.

Fiir die Richtung der Kraft haben wir nun die soeben getroffene Vereinbarung als Vorgabe zu berticksichtigen.
Dabei ist ferner zu beachten, dass die Verformung an den Oberflichen beider am Impulsaustausch beteiligter
Korper stattfindet, und zwar in entgegengesetzter Richtung. Die Kraft soll uns deshalb auch anzeigen, in wel-
che Richtung jeweils der Korper beeindruckt wird. Klar ist daher auch, dass wir beim Impulsiibergang immer
zwei Kriifte vorfinden, die entgegengesetzt zueinander gerichtet und gleich gros sind ( Wechselwirkungsgesetz
oder 3. Newton’sches Aziom). Um die Richtung dieser beiden Krifte richtig zu bestimmen, kénnen wir uns
an die Richtung des Impulsstromes halten. Es gilt:

Fliesst der Impulsstrom I, in den Korper hinein, zeigt die Kraft in positive Richtung,

fliesst der Impulsstrom aus dem Korper heraus, zeigt die Kraft in negative Richtung.

Die folgenden Bilder illustrieren diesen Sachverhalt. Ein Zug beschleunigt in positive Koordinatenrichtung.
Die Lokomotive férdert durch ihre Maschine Impuls aus der Erde iiber die Antriebsrdder ins System. Dabei
ist die Haftreibung zwischen Réder der Lokomotove und den Schienen fiir die Ubertragung des Impulses
verantwortlich. Ein Teil dieses geférderten Impulses bleibt in der Lokomotive, der Rest fliesst tiber die
Kupplung zum ersten Wagen, in dem wieder ein Teil verbleibt. Der Rest fliesst an den zweiten Wagen.
Durch Reibung fliesst wihrend der Fahrt laufend etwas Impuls iiber die Ridder an die Erde ab. Der meiste
Impuls bleibt aber im System, das aus Lokomotive und den Wagen besteht. Mit zunehmendem Impuls in
den Wagen wird auch die Geschwindigkeit anwachsen.
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Der gesamte Impuls verteilt sich geméss den Massen der Einzelteile so, dass alle hier gekoppelten Glie-
der dieselbe Geschwindigkeit haben. An den Kupplungen zwischen Lokomotive und den Eisenbahnwagen
tritt jeweils eine Zugbelastung auf, deren Grésse durch die Grosse des Impulsstroms durch die Kupplungen
bestimmt wird. Uberall wo Impulsstrom fliesst, kann man auch die Kraftpfeile einzeichnen. Dabei ist zu
beachten, dass jeweils ein Paar von Kraftpfeilen auftritt, die an verschiedenen Korpern angreifen. Im Bild
sind nur die Kraftpfeile dargestellt, welche an den Puffern angreifen. Selbstverstédndlich kénnte man auch die
Kriifte an den Rédern bzw. an den Schienen einzeichnen. Uberhaupt nicht eingezeichnet sind hier die vertikal
verlaufenden Impulsstrome und Kréfte, welche zur Vertikalbelastung (Bodendruck, Normalkréfte) gehoren.

2.4 Impulsstrombilanz

Wenn wir die letzte Zeichnung betrachten, sehen wir zufliessende und abfliessende Impulsstréme. Man kann
natiirlich jederzeit die Frage stellen, ob mehr Impuls zufliesst oder abfliesst oder ob die Stréme ausgeglichen
sind. Diese Frage fiihrt in einem System zur Impulsstrombilanz, welche die Summe der in das System zu-
und von ihm abfliessenden Impulsstrome bildet. Das Ergebnis dieser Summe ist die Impulsdnderungsrate p
im beobachteten System. Die Impulséanderungsrate ist iibrigens gleichbedeutend mit der Beschleunigung. Bei
einem Eisenbahnzug (der ganze Zug als System) kénnen wir davon ausgehen, dass die Masse gleich bleibt.
Somit dndert sich mit der Impulsdnderung die Geschwindigkeit. Es gilt: p = m - v. Die Impulsstrombilanz
kann man folgendermassen aufschreiben:

n
I, +L,+..+1,, =>1,=p
i=1

Wenn also wie beim Eisenbahnzug die Masse des Systems konstant ist, kann man schreiben:
I +1p,+...+ 1L, =p=m-0

Achtung: Bei anderen Systemen kann sich die Masse dndern, wenn z.B., wie bei einer Rakete Masse ausge-
stossen wird und das System verlésst.

Da mit den Impulsstrémen die dazugehorigen Krifte verbunden sind und oftmals die Krifte bekannt sind,
kann die Bilanzgleichung auf die Krifte umgeschrieben werden. Es gilt:

n
Fi+F+..+F :ZFi:p:m-iz

i=1

Diese Gleichung ist auch als Grundgleichung der Mechanik oder als 2. Newton’sches Axiom bekannt. Auf
den starren Korper iibertragen heisst dies: Die Summe aller am Korper angreifenden Krifte ist gleich seiner
Impulsdnderungsrate.
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2.5 Etwas Differential- und Integralrechnung

Die Anderungsrate einer physikalischen Grosse bedeutet die 1. Ableitung dieser Grésse nach der Zeit. Also
gilt:
dp _ . p(t+At) —p(t)
T At
Fiir p = m - ¥ kann man schreiben:

y=—m D = m
p=m-0=my

Und da v die 1. Ableitung der Wegfunktion nach der Zeit ist, gilt: v = %’ = % =z
Somit ist: p=m-0v=m &

Oft sieht man das Grundgesetz der Mechanik so als Differentialgleichung aufgeschrieben:

ZF:mx

Umgekehrt kann man mit dem unbestimmten Integral (Stammfunktion) aus der Beschleunigung & die Ge-
schwindigkeit berechnen:

/i‘:(t) dt = #(t) + vo = v(t) + vg

Zu beriicksichtigen ist, dass beim Integrieren eine Integrationskonstante (hier vy auftritt, fiir deren Bestim-
mung eine Bedingung (z.B. Anfangsbedingung, d.h. die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ = 0) notig ist.
Wird ein zweites Mal integriert, erhélt man die Positions-Zeit-Funktion. Es gilt:

/(v(t) +vo)dt = x(t) +vo -t + x0

Mit einer weiteren Bedingung (z.B. Anfangsbedingungen, die die Position zum Zeitpunkt ¢ = 0 festhilt)
kann die zweite Integrationskonstante xy berechnet werden.

So einfaches Hinaufintegrieren, wie es hier dargestellt ist, ist aber oft nicht moglich, weil im Ansatz z.B. ver-
schiedene Ableitungen der Positions-Zeit-Funktion gleichzeitig vorkommen. Bei der gedédmpften Schwingung
besteht z.B. die Summe der angreifenden Kréfte aus der Federkraft, der Gewichtskraft und der Reibungs-
kraft, die in gewissen Fillen proportional zur Geschwindigkeit ist. Dann erh&lt man:

mi& =Fp+ Fg+ Fr=—Dx —mg — kx

Eine solche Differentialgleichung kann man mit speziellen Methoden der Mathematik 16sen, die im 3. Semester
Gegenstand des Unterrichts sein werden.

2.6 Die Gravitation

Von einem sich in einem Gravitationsfeld befindenden Koérper mit
der Masse m wissen wir, dass er ein Gewicht hat. Das Gravitations-
feld wirkt auf jeden Massenpunkt des Kérpers. Diese Wirkungen fas-
sen wir iiblicherweise zusammen in einen Gewichtskraftvektor ﬁg,
der im Schwerpunkt des Korpers angreift. Wenn wir in so einem
Fall eine Kraft benennen, muss es einen dazugehorigen Impulsstrom
geben. Wir kénnen uns vorstellen, dass durch das Gravitationsfeld
stéandig Impuls zu den Massenpunkten des Korpers fliesst und damit
den Gesamtimpuls des Korpers vergrossert. Das bedeutet, dass der
Korper seine Geschwindigkeit verdndern muss. Wir registrieren diese
Geschwindigkeitséinderung z.B. beim freien Fall oder beim senkrech-

ten Wurf. Wenn der zufliessende Impuls aber abgeleitet wird, z.B. i_:
iiber eine Auflage wie einen Tisch usw., konnte der Gesamtimpuls G

im Korper auch konstant gehalten werden, ja sogar auf Null stehen
bleiben. Konstanter Impuls im Ko6rper heisst Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit, Impuls gleich Null
bedeutet Stillstand im gew&dhlten Bezugssystem.

Auch im Fall des durch Gravitation verursachten Impulsstromes in den Kérper mit der Masse m besteht die
bekannte Beziehung zwischen Impulsstrom und Kraft. Es gilt: Fg = I, ., . Die Gravitationskraft (Gewichts-
kraft) hingt nur von der Masse des Kérpers und dem Gravitationsfeld ab. Es gilt: Fg¢ = m - g, wobei g die
Stéarke des Gravitationsfeldes beschreibt. Diese Stérke ist vom Abstand von der Masse, welche das Gravita-
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tionsfeld erzeugt, abhéingig. Bei der Erde gilt in der Néhe der Erdoberfliiche ein Wert fiir g von 9.81 k%'
Jede Masse erzeugt ein Gravitationsfeld, das von der Grosse der Masse abhéngt, und das den ganzen Raum
durchsetzt. Wird eine zweite Masse in das Gravitationsfeld der ersten gebracht, so erfolgt die oben beschrie-
bene Wirkung auf diesen massebehafteten Korper.

2.7 Beispiele
2.7.1 Korper auf der schiefen Ebene

Ein Ko6rper mit der Masse m liegt auf einer schiefen Ebene, die unter dem
Winkel ¢ gegeniiber der Horizontalen geneigt ist. Im Gravitationsfeld er-
fahrt der Korper eine Gewichtskraft ﬁg, die in diesem Fall nach unten
zeigt. Nun ist es sinnvoll, ein Koordinatensystem einzufiihren, dessen Ach-
sen nicht parallel oder senkrecht zur Gewichtskraft sondern zur schiefen
Ebene stehen. Hier soll also die z-Achse parallel und die y-Achse senkrecht
zur schiefen Ebene verlaufen. Da FG ein Vektor ist, kann man ihn nun in
seine Komponenten in diesem Koordinatensystem zerlegen. Diese sind ﬁgw
und ﬁgy. Mit diesen Komponenten kénnen nun die Impulsstrombilanzen
unabhéngig voneinander gemacht werden.

Die Gewichtskomponente ﬁgy driickt senkrecht auf die Unterlage und verformt sie damit. Diese Druckver-
formung weist uns auf einen Impulsstrom in positiver Richtung hin, hier

nach unten in Pfeilrichtung. Fliesst der Impulsstrom in den Koérper hin-
ein (hier in die Unterlage), zeigt die Kraft in positive Richtung. Das ist
die Kraftkomponente ﬁgy in der néchsten Abbildung. Gleichzeitig ist aber
auch eine Kraft auf den Koérper zu beobachten (konkret auf die Kontakt-
fliche des Korpers mit der Unterlage), aus dem der Impulsstrom heraus
fliesst. Diese Kraft ist gleich gross und zeigt in negative Richtung. Sie wird
hier Normalkraft Fn genannt. Diese Normalkraft hélt den Korper iiber der
Unterlage, sie verhindert, dass er im Boden versinkt.

Die Druckbelastung an den Kontaktfliche des Korpers mit der Unterlage
hat aber eine weitere Konsequenz. Sie bewirkt eine Verzahnung der Kon-
taktflichen, was sich bei einer Bewegung oder Belastung in z-Richtung
als Reibung bemerkbar macht. Ist der Koérper in Ruhe, nennt man diese
Reibung Haftreibung, gleitet der Korper iiber die Unterlage, handelt es
sich um Gleitreibung. Diese Reibung zeigt sich auch durch einen aus dem
Korper abfliessenden, in die Unterlage hineinfliessenden Impulsstrom. Die
dazugehorenden Krifte sind die Reibungskraft F r, die an der Kontakt-
fliche des Korpers angreift und die Wechselwirkungskraft F %, die an der
Bodenfldche angreift.
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Je nachdem man die Reibung als Druck- oder Zugbelastung sieht, fliesst
der Impulsstrom in positive oder in negative z-Richtung. Das spielt aber
fiir die eingezeichneten Kréfte keine Rolle. Fiir den Impuls ist hier auf je-
den Fall klar, dass er aus dem Korper in den Boden fliesst.

Nun kann man sich fragen, was mit dem Korper geschieht, wenn wie hier
nur die Gravitation als Ursache fiir den Impulsstrom vorhanden ist. Mit
der Zerlegung in Komponenten kénnen wir eine Impulsstrombilanz in x-
Richtung und eine eigene in y-Richtung bilden. Die Summe der Impulsstro-
me ist gleich der Summe der angreifenden Kréfte, wobei die Richtungen zu
beriicksichtigen sind. Und diese Summe ist gleich der Impulsdnderungsrate
in der jeweiligen Richtung.

z-Richtung: Fg, — Fr=m - &
y-Richtung: Fgy — Fn =m - §

In y-Richtung ist die Sache schnell klar. Da die Betréige von ﬁgy und Fy gleich sind, ist die Impulsénde-
rungsrate gleich Null. D.h. in y-Richtung gibt es keine Anderung der Geschwindigkeit, der Korper bleibt also
auf der Bahn und versinkt nicht, was wir auch so erwartet haben.

In z-Richtung kommt es darauf an, wie gross die Reibungskraft ist. Aus der Theorie der Reibung wissen wir,
dass diese Kraft nur von der Grosse der Normalkraft abhédngt, mit welcher der Korper gegen die Unterlage
gedriickt wird. Es gilt: Fr = p - Fv, wobei p der Reibungskoeffizient ist. Sein Wert ist positiv. Konkrete
Werte konnen fiir verschiedene Materialkombinationen der Oberflichen den einschligigen Tabellenwerken
entnommen werden, wobei noch zwischen Haftreibung und Gleitreibung zu unterscheiden ist. Bei der Haft-
reibung wird der maximale Reibungskoeffizient uy angegeben. Dieser Wert wird dann erreicht, wenn der
Korper bei einem Zug parallel zur Unterlage gerade aus der Ruhe in Bewegung kommt. Meistens ist aber
die konkrete Haftreibungskraft kleiner als der Maximalwert pg F.

Mit etwas Trigonometrie kann man die Beziehungen zwischen den Komponenten der Gewichtskraft und ih-
rem Betrag herstellen. es gilt:

singo:% = Fo, = Fgsinp = mgsingp
Cos p = I;Gy = Fgy = Fgcosp = mgcos g

Fir Fy erGgibt sich dann: Fy = Fgy = mgcos ¢

Die Reibungskraft Fr wird berechnet zu: Fr = uFy = pmgcos ¢
Die Impulsstrombilanz in z-Richtung lautet dann:

mi = Fg, — Fr = mgsin — umg cos ¢ = mg(sinp — pcos @)

Ein spezieller Fall ist gegeben, wenn die Impulsstromblanz in z-Richtung Null ergibt. Das ist der Fall, wenn
z.B. die Haftreibungskraft gleich gross wie Fg, ist. Vergrossert man den Winkel ¢ kontinuierlich, wird man
einen Wert erreichen, bei dem der Korper gerade ins Rutschen kommt. In diesem Fall hat man die maxi-
male Haftreibungskraft pm Fy erreicht. Durch Bestimmen des Winkels kann daher der Wert fiir p berechnet
werden. Es gilt: sin ¢ — pcosp = 0 und damit tan ¢ = p.

2.7.2 Eisenbahnzug

Ein Eisenbahnzug besteht aus einer Lokomotive (60 t) und 3 Wagons (je 18 t). Die Lokomotive beschleunigt
den Zug auf horizontaler Strecke gleichméssig aus dem Ruhezustand in 30 s auf eine Geschwindigkeit von 60
km/h. Welche Belastung muss der Kupplungshaken zwischen Lokomotive und 1. Wagon aushalten, welche
muss der Haken zwischen 2. und 3. Wagon aushalten? Fiir die Rollreibung an den Rédern kann man mit
einem Rollreibungskoeffizienten von pp = 0.002 rechnen.

Fiir die Losung konnen wir die Impulsstrombilanz betrachten. Die Lokomotive fordert, angetrieben durch
ihren Motor Impulsstrom aus der Erde in den Zug. Zu beachten ist, dass der ganze Zug immer dieselbe
Geschwindigkeit hat. Deshalb gilt:

!

Mgesamt * U =1 PReibung

PLok

Iy peiyun, héngt nur von der Normalkraft (hier Gewicht des Zuges) und dem Material (hier ur = 0.002) ab.
ES it Ly, = 1 Mgesami - g = 0.002 - 1147000 kg - 9.81% = 2/240 N
b= sogg;/h = 50505 = 0-56%
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Somit st I, ., = Mgesami - + I = 114000 kg - 0.562% + 2/240 N = 116000 N

Reibung

Der geforderte Impuls wird geméss den Massen aufgeteilt. Auf die 3 Wagons entfallen % Teile. Der Zughaken

an der Lokomotive muss also 2% - 116’000 N = 55’000 N iibertragen. Der Haken zwischen dem 2. und dem
3. Wagen muss % - 116’000 N = 18'000 N iibertragen.

2.8 Bemerkungen

In diesem Kapitel wurden Koérper wie Massenpunkte behandelt. So miissten beim Beispiel mit der schiefen
Ebene noch die Angriffspunkte der Krifte und die daraus folgenden Konsequenzen beriicksichtigt werden. In
der Praxis sehen wir immer auch Fille, bei denen z.B. so ein Korper auf der schiefen Ebene kippt. Die am
Korper angreifenden Kréfte konnen also auch Drehmomente bewirken, die aber hier vernachléssigt wurden. In
einem spiteren Kapitel wird auf diese Probematik eingegangen und die entstehenden Drehmomente werden
dann auch tatséichlich beriicksichtigt. Jetzt sollen aber nur Fille diskutiert werden, bei denen auftretenden
Drehmomente keine Rolle spielen.

2.9 Aufgaben

1) Am Ende des Abschnittes 2.3 ist eine Abbildung, welche den Zusammenhang zwischen Impulsstromen
und Kraftpfeilen aufzeigt. Die Kraftpfeile an den Puffern sind eingezeichnet. Es fehlen die Kraftpfeile,
die zum Impulsstrom des Antriebs und zu den Impulsstromen bei der Reibung gehéren. Zeichnen Sie
jetzt in die beiden Abbildungen unten die Kraftpfeile ein, die zum Impulsstrom des Antriebs und zu
den Impulsstromen der Reibung gehoren. In der oberen Abbildung sollen die Kraftpfeile eingezeichnet
werden, die auf die Ridder wirken, in der unteren Abbildung die Kraftpfeile, die auf die Schienen wirken.

p—] — — - '
]
-
' |
| I
b= - — — '
-

2) Auf einer schiefen Ebene mit dem Neigungswinkel von ¢ = 30° liegt ein Kérper mit der Masse m = 200
kg. Er wird gerade noch durch die Reibung gehalten, d.h. eine Vergrosserung des Neigungswinkels ¢
wiirde den Korper sofort ins Rutschen bringen.

a) Zeichnen Sie alle am Korper angreifenden Kriifte in dieser Situation ein.

b) Mit diesen Angaben ist es moglich, den maximalen Haftreibungskoeffizienten up fiir die Materi-
alkombination Koérperbodenfliche — Unterlage zu bestimmen. Bestimmen Sie pz .
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Ein Auto (Gesamtmasse m = 1500 kg) fahrt mit der Geschwindigkeit von 45 km/h auf einer Bergstrasse
mit 5% Neigung aufwirts. Um ein vor ihm fahrendes Fahrzeug zu iiberholen beschleunigt der Fahrer
des Autos innerhalb von 10 s gleichmissig auf 60 km/h. Die Rollreibung ist bei dieser Autofahrt mit
dem Rollreibungskoeffizienten von pp = 0.02 zu beriicksichtigen.

a) Welchen Impuls hat das Auto vor bzw. nach der Beschleunigungsphase in sich?

b) Muss der Automotor vor der Beschleunigungsphase, also bei Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit
von 45 km/h Impuls aus der Erde férdern? Wenn ja, wie gross ist der Impulsstrom?

¢) Welchen Impulsstrom muss der Automotor wihrend der Beschleunigungsphase fordern?

Ein Auto (m = 1000 kg) steht auf einer schiefen Ebene (Winkel ¢) und mdchte aus der Ruhe nach
oben hin abfahren. Bekanntlich ist es die Haftreibung, welche fiir das Stehen auf der schiefen Ebene
und fiir das Abfahren nach oben verantwortlich ist. In unserem Fall soll die Haftreibung voll ausgenutzt
werden (ppy = 0.8), um den Abfahrvorgang mit moglichst grosser Beschleunigung zu erreichen.

a) Zeichnen Sie ein Bild und alle beim Abfahren auf das Auto wirkenden Krifte ein. Beachten Sie
insbesondere die richtige Lage der Angriffspunkte der Kréfte.

b) Schreiben Sie eine Gleichung auf, welche es ermdglicht, im oben dargestellten Fall die Beschleuni-
gung des Autos zu berechnen (abhéingig von den auftretenden Kriiften).

¢) Beurteilen Sie ohne Rechnung mit schliissiger Begriindung in ein paar Zeilen, ob bei Verkleinerung
des Neigungswinkels der schiefen Ebene die zu erzielende Beschleunigung grosser oder kleiner wird.

Ein Auto (m; = 1200 kg) féhrt mit einer Geschwindigkeit von v; = 10 m/s auf ein zweites (mg = 800
kg), stillstehendes Auto ungebremst auf. Die Knautschzonen werden verformt und die beiden Autos
bleiben nach dem Stoss zusammen. Der Stossprozess dauert 0.2 s.

Es wird angenommen, dass wéhrend des Stosses ein konstanter Impulsstrom fliesst. Die Rollreibung ist
hier vernachlassigbar.

a) Welche Beschleunigung erfahren bei diesem Zusammenstoss die angegurteten Passagiere in den
beiden Autos?

b) Sie erfahren in a), dass die Passagiere des zweiten Autos stéirker unter dem Zusammenstoss leiden,
als jene aus dem ersten Auto. Wére es fiir die Passagiere des zweiten Autos eventuell besser
gewesen, wenn das zweite Auto auf das stillstehende erste aufgefahren wire? Begriinden Sie IThre
Antwort mit geeigneten Argumenten (mit Worten, Bildern bzw. einer Rechnung).

Ein Curlingstein wird gestossen und gleitet iiber die Eisfliche. Er soll am Ziel (hier nach genau 10
m) mit einer Geschwindigkeit von 1 m/s auf einen anderen Stein stossen, um ihn aus dem Rennen
zu schlagen. Mit welcher Anfangsgeschwindigkeit muss der Curlingstein auf die Bahn gesetzt werden,
damit der Stoss gelingt?

Daten:

Masse des Curlingsteins: 18.16 kg.

Gleitreibungszahl: ¢ = 0.01
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2.10 Losungen

1) oben: Krifte auf die Rider, unten: Krifte auf die Schienen

1 I 1 | )
tung o

2) a) Alle am Korper angreifenden Krifte:

b) Im gegebenen Fall sind Fr und Fg, gleich gross. es gilt: uFny = Fga
pwmg cos p = mg sinvarpht
©=tan = tan30° = 0.58

3) 5% Steigung bedeutet tan ¢ = 0.05. Der Neigungswinkel ist dann: ¢ = 2.86°.

In y-Richtung ist die Impulséinderungsrate gleich Null, da die Normalkraft die y-Komponente der Ge-
wichtskraft kompensiert. In z-Richtung muss auch wahrend der Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit
der Motor die z-Komponente der Gewichtskraft und die Reibungskraft kompensieren. Es gilt:
mfZOZFM—FGw—FR

Fyr = Fap+ Fr = mgsin g — umg cos ¢ = mg(sin p — pcos ) = 1500-9.81(sin 2.86° — 0.02 cos 2.86°) =
440.3N
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Die Beschleunigung von 45 km/h auf 60 km/h in 10 s berechnet man mit: ¢ = 0 = % = % = 0417
m/s?. Diese Beschleunigung gibt die Geschwindigkeitsinderungsrate an. Fiir den Beschleunigungsvor-
gang gilt die Impulsstrombilanz:

mo = Fay.oon — Feo — Fr

Frtyeoony = M0+ Fay + Fr = m0 + mgsine + pmgcosp = 1500 - 0.417 + 1500 - 9.81 - (sin 2.86° +
0.02 c0s2.86°) = 1'653.6 N.

a) Der Impuls vor der Beschleunigungsphase ist p; = muv; = 1500 - 42 = 18/750 kng
Nach der Beschleunigungsphase betrégt er po = mvy = 1500 - % = 25000 kng

b) Der Automotor muss Impuls aus der Erde férdern, da in z-Richtung ch und F 'r in negative
Richtung zeigen und damit einen Impulsstrom aus dem heraus anzeigen. Der Automotor muss
einen gleich grossen Impulsstrom aus der Erde fordern, damit der Impulsverlust ausgeglichen
wird. Der Wert betrigt I, = Fiy = 440.3N

¢) Wihrend der Beschleunigungsphase muss der Automotor einen Impulsstrom fordern der gleich
der Motorkraft Fyy,,..,, ist. Der Impulsstrom I, betrédgt 1°653.6 N.

beschl

4) Wenn mittels der Haftreibung das Fahrzeug beschleunigt werden soll, muss der Motor diese Kraft
aufbringen. Die maximale Haftreibungskraft kann mit dem Haftreibungskoeffizienten berechnet werden.
Dieser limitiert die Beschleunigung des Fahrzeugs. Zu beachten ist, dass auch die z-Komponente der
Gesichtskraft kompensiert werden muss.

a) Kriifte auf das Auto:

b) Impulsstrombilanz in z-Richtung: mv = Fg, — Fugr
mov = mgsing — pgmg cos g = mg(sin g — pp cos ) = 1000 - 9.81(sin ¢ — 0.8 cos p)
0 = 9.81(sinp — 0.8 cos p)

¢) Beim hier gewéhlten Koordinatensystem (z-Achse nach links unten) wird die Beschleunigung ©
negativ sein. Bei einem Winkel ¢ = 0° wird die Beschleunigung zu 9.81 - (-0.8) = —7.853.
Wird der Winkel vergrossert, ndhert sich der Wert von v Null an. Der Betrag der Beschleunigung
wird kleiner. Wenn v den Wert 0 erreicht hat, kann der Motor mittels der Haftreibung nur der
Gewichtskomponente in z-Richtung entgegen halten, aber das Auto nicht mehr in Bewegung
setzen. Bei weiterer Vergrosserung des Winkels wiirde das Auto abwirts rutschen, eventuell mit
durchdrehenden Rédern. Diese Situation ist vielleicht vom Fahren auf Schnee und Eis bekannt
(natiirlich bei kleinerem pp und kleinerem Neigungswinkel der Strasse).

5) Beim Stoss wird der Impuls des ersten Fahrzeugs entsprechend der Masse auf beide Fahrzeuge verteilt.
Es gilt: myv; + ma - 0 = (my + mo)v

. M1V J— 1200-10 p—
V= M = ooorsos = 0m/s

a) Wenn die Passagiere angegurtet sind, nehmen wir an, dass sie dieselbe Beschleunigung erfahren
wie das Auto, in dem sie sitzen.
Die Beschleunigung des ersten Autos ist: a; = “x3* = =10 — _9gpm

0
Die Beschleunigung des zweiten Autos ist: ay = 37> = 6%20 =303
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Man kann die Rechnung mit vertauschten Massen durchfiithren. Dann ergibt sich:
mav1 +my - 0 = (mq + ma)v

__ _movy __ _800-10
V= matms — 1200+800 =4m/s
v— v 4
A2neu = L= 8 730:;
’U*’U
Anew = “xg- = 02 =203

Die Belastungen in beiden Fillen sind gleich. Das muss auch so sein, weil die Relativgeschwindig-
keit in beiden Féllen gleich ist. Man konnte ja ein Koordinatensystem wahlen, welches sich mit
der Geschwindigkeit v; gegeniiber dem von uns gewéhlten bewegt.

6) Wihrend der Fahrt des Culingsteins wirkt in horizontaler Richtung nur die Gleitreibung und lésst
Impuls zur Erde abfliessen. Es gilt: mo = —Fg = —umg

0= —pg=—0.01-9.817 = —0.09813

Durch Integrieren erhalt man die Geschvvlndlgkelt und dann die Positionsgleichung:

v(t) =

z(t) =

[ (—0.0981) dt = —0.0981¢ + vy
[ (—0.0981¢ + ) dt = —0.0981% + vyt + 2

Fiirt=0sist 2(0s) =29 =0m
Fiir t = 10 s ist (10 s) = —0.09814%% + v - 104+ 0 = 10 m

Daraus ergibt sich: vy =

10+4 905 1 5 m
S
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Kapitel 3 Translationsmechanik: Impuls und Energie

Wird ein Korper mit der Masse m beschleunigt, muss Impuls zugefiihrt oder abgefiihrt werden. Es fliesst
also Impulsstrom in den Kérper hinein oder aus ihm heraus. Wir kennen dazu auch die Beziehung zwischen
Impulsstrom und Kraft. Aus unserer Erfahrung wissen wir, dass in einem Koérper, der sich bewegt, Energie
gespeichert ist. Konkret merken wir dies, wenn wir einen Korper beschleunigen wollen. Da muss man Energie
zu- oder abfithren. In diesem Kapitel soll der Zusammenhang zwischen Impuls und Energie aufgearbeitet
werden.

3.1 Prozessleistung und Energiestrom

Das Bild zeigt eine Lokomotive, die gerade mit der Geschwindigkeit v fahrt und
deren Maschine (z.B. Dampfmaschine, Elektromotor) dafiir besorgt ist, dass
die Lokomotive samt angehidngten Wagons beschleunigt wird. Dazu wird Im-
puls aus der Erde gefoérdert, wobei die Maschine Energie vom Treibstoff (z.B.
Dampfvolumen oder elektrische Ladung) auf den Impuls umgeladen wird. Die
Energiebeladungsrate nennt man Prozessleistung P. Sie wird in J/s (= W) ge-
messen und gibt an, wieviel Energie pro Sekunde an den Impuls gebunden wird.
Die Prozessleistung ist also eine Kennzahl der Maschine. Sie driickt aus, welches
Umladevermégen diese Maschine hat und sagt nichts iiber die gesamte Ener-
giemenge aus, die umgeladen wird. Die umgeladene Energiemenge kann man
natiirlich mit Hilfe der Prozessleistung und der Umladezeit berechnen. Bei kon-
stanter Prozessleistung gilt:

AW =P - At

Ist die Prozessleistung zeitabhdngig, muss man fiir die Berechnung der umgeladenen Energie das Inegral
benutzen. Es gilt:

ta
AW = / P(t) dt
t=t1

Energie wird also an den Impuls gebunden und fliesst mit ihm weiter. Wieviel Energie der Impulsstrom
binden kann, hiangt vom Potential ab, das hier gleich der Geschwindigkeit des Korpers ist. Je grosser das
Potential, also die Geschwindigkeit, umso grosser ist der an den Impulsstrom I, gebundene Energiestrom
Iy . Es gilt:

I w =7- Ip

Im folgenden Beispiel sind zwei Eisenbahnwagen miteinander gekuppelt. Der vordere hat gerade eine etwas
grossere Geschwindigkeit als der hintere. Zwischen den Wagen steht damit die Kupplung unter einer Zugbe-
lastung und es fliesst ein Impulsstrom I, in negative Richtung. Die dazugehtrenden Kréfte sind hier nicht
eingezeichnet, sie sind aber dem Betrag nach gleich wie der Impulsstrom. Der Impulsstrom besagt zunéchst,
dass Impuls iibertragen wird, und zwar so lange, bis sich die Geschwindigkeiten der beiden Wagons ausgegli-
chen haben. Da die Massen ja unveréndert bleiben, wird der zweite Wagen seine Geschwindigkeit vergréssern
und der erste wird sie verkleinern, sofern er nicht einen Impulszufluss von anderer Seite erfihrt. (Weitere
Impulsstrome wie z.B. durch Reibung werden jetzt nicht beachtet.)

Vs
— —_—

—_—
X

Der Impuls ist aber auch Triiger von Energie. Somit wird durch den Impulsstrom auch Energie vom ersten
zum zweiten Wagen iibertragen. Der Energiestrom Iy ist gleich dem Produkt vi,, wobei v die Geschwin-
digkeit der Kontaktstelle zwischen dem 1. und dem 2. Wagen ist (hier die Oberfliche der Puffer).
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Der Energietransfer vom 1. zum 2. Wagen héngt von der Potentialdifferenz (also der Geschwindigkeitsdiffe-
renz Av) und der Grésse des Impulsstromes I, ab. Er ist also gleich dem Produkt dieser beiden Gréssen und
gibt die Prozessleistung an, welche das Umladen der Energie vom Impuls des 1. Wagens auf den Impuls des
2. Wagens beschreibt. Es gilt:

P=Av-I,

Die Geschwindigkeitsdifferenz Av wird dabei so gebildet, dass die Prozessleistung positiv ist, wenn der
Impulsstrom Energie freisetzt. Die Geschwindigkeit am Stromausgang wird deshalb immer von der Ge-
schwindigkeit am Stromeingang abgezogen. Im oben beschriebenen Fall ist der Impulsstrom negativ. Die
Geschwindigkeitsdifferenz wird gebildet als Av = vy — v1. Dieser Wert ist hier ebenfalls negativ. Somit ist
die Prozessleistung positiv.

3.2 Die Leistung einer Kraft

Das Bild zeigt einen Eisenbahnwagon, der in einem fahrenden Zug eingekuppelt ist. Offenbar fliesst von der
positiven Seite her ein Impulsstrom zu, da die Kraft Fi in positive Richtung zeigt. Auf der anderen Seite
fliesst ein etwas kleinerer Impulsstrom ab, die Kraft F) zeigt in negative Richtung. Beide Enden des Wagons
stehen unter einer Zugspannung. Dann fliesst noch Impulsstrom iiber die Rdder wegen der Reibung ab. Die
am Zug angreifenden Reibungskrifte sind mit F, r eingezeichnet.

v

JEEEEE— Y

Wir bilden nun die Impulsstrombilanz.

p =mu = Ipl + IP2 + 2IPR

Zufliessende Impulsstrome werden positiv, abfliessende negativ gemessen. Und mit den Kréften geschrieben
ergibt sich:

mo =F) — Fy — 2Fg = Fles

Nun wird mit der Geschwindigkeit des Wagons v multipliziert.

mv-v = Fiv— Fov — 2Frv = Fyesv

Die rechte Seite gibt die Leistung der Krifte an. Ein positiver Wert bedeutet, dass die Energie ins System
(das ist hier der Wagon) zufliesst, ein negativer, dass sie aus dem System abfliesst. Bei konstantem v wird
v = 0 und damit auch die linke Seite gleich Null. Die rechte Seite muss dann auch Null ergeben, was bedeutet,
dass die Krifte ein Gleichgewicht bilden.

3.3 Die kinetische Energie

In den vorherigen Abschnitten haben wir den Energiestrom Iy, kennen gelernt, der an den Impulsstrom
gebunden ist. So wird z.B. beim Beschleunigen eines Wagons Impuls und Energie in den Wagon gefordert,
die dann auch im Wagon verbleiben. Ein sich mit der Geschwindigkeit v bewegender Korper mit der Masse
m ist also ein Impuls- und Energiespeicher. Der gespeicherte Impuls ist gleich p = mwv, die im bewegten
Korper gespeicherte Energie miissen wir noch ermitteln.

Wir wissen, dass die Impulsstrombilanz p = > I,,, = > F; = F,..5 ergibt.

1 K3
Multipliziert man die Gleichung mit v, ergibt sich eine Leistungsgrosse : vp = v - F,.s. Diese Grosse muss
man nach ¢ integrieren, um die ausgetauschte Energie zu erhalten.

to Vo 2 2
Fiir konstante Masse m erhilt man: AW = [ vméf” dt = ['mvdv=m<2Z —m.
t1 v1
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Fiir v1 = 0 und v = v erhélt man die bekannte Formel fiir die kinetische Energie einer mit der Geschwin-

digkeit v bewegten Masse m:

mv2

Whin = 5
2 2

Das AW = m%? —m%l gibt die Energie an, welche ausgetauscht wird, wenn die Masse m ihre Geschwindigkeit

von v auf vy dndert.

3.4 Die Energie im Gravitationsfeld

Wird im Gravitationsfeld ein Koérper mit der Masse m von einem Gravitationsniveau gh; auf ein Niveau ghs
beférdert, muss Energie ausgetauscht werden. So wird z.B. beim Heben vom tieferen auf das hohere Niveau
Energie von der Antriebsmaschine (z.B. Elektromotor einer Hebeanlage, Energie aus dem menschlichen
Korper bei einem Seilzug) an die Masse gebunden. Wie bei dynamischen Prozessen gilt auch hier, dass der
Energiestrom Iy proportional zum Massenstrom I, ist. Es gilt:

Iw = gh- I,

Die Prozessleistung ist:
Pgnw = A(gh) : Im

gh ist das Gravitationspotential. Es héngt, wie die Grosse zeigt, von der Gravitationsfeldstéirke g und der
geometrischen Hohe h ab. Der Wert von g wiederum kann von h abhéngig sein. Dann wird die Energiebe-
rechnung komplizierter.

Gravitationsenergie in der Nidhe der Erdoberfliche

In der N#he der Erdoberfliche kann man vereinfachend annehmen, dass sich die Graviationsfeldstirke g nicht
veréindert. Sie hat hier den Wert von 9.81 37 ~ 10 3.

Die beim Heben eines Korpers umgesetzte Energie wird in der Masse gespeichert. Es gilt:

AW =g-Ah- 1, -At=g-Ah-m (wenn die Masse m beim Heben nicht verdndert wird)

Die in der Masse m gespeicherte Energie ist dann:

Wgrav = mgh7

wobei sich h auf das Nullniveau der Héhe bezieht.

Gravitationsenergie allgemein

Andert sich die Gravitationsfeldstérke g mit der Hohe, muss man die ausgetauschte Energie mit dem Integral
berechnen. Fiir einen Korper mit der Masse m, der von der Hohe h; auf die Hohe ho versetzt wird, kann
man berechnen:
2

AW = [m-g(h)dh

h
nach deril Newton’schen Gravitationsgesetz ist:
Fgrm} = /lerémz = ’7(7]7:;&?2 =m:- g(h)
Dabei ist r der Abstand zwischen den Schwerpunkten der Massen und  die Gravitationskonstante. R ist der
Erdradius und A die Hohe iiber der Erdoberfliche. m ist die Masse des Korpers in der Hohe h. Hier wird auf
die Berechnung der ausgetauschten Energie im allgemeinen Fall verzichtet. Das Integral zeigt aber, dass die
ausgetauschte Energie eigentlich als Flidche in einem Kraft-Weg-Diagramm berechnet werden kann. m - g(h)
ist ja das Gewicht der Masse m in der Hohe h.

3.5 Federgesetz und Federenergie

Wird eine an einem Ende eingespannte Feder am anderen Ende weggezogen, steigt der durch die Feder
fliessende Impulsstrom linear mit der Federverlingerung s. Es gilt daher:

FF:D~S

Der Proportionalitidtsfaktor D heisst Federkonstante. Diese lineare Beziehung gilt allerdings nicht grenzenlos.
Der Linearitétsbereich ist also begrenzt.



Wie oben gezeigt, kann die ausgetauschte Energie, die dann in der Fe- y
der gespeichert ist, als Fliche in einem Kraft-Weg-Diagramm berechnet
werden. Das Federgesetz bietet so ein Kraft-Weg-Diagramm an.
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AW = 1ps.s= 1pg >
—2 58—2 S

s ist die Federverlangerung von der unbelasteten Lage aus gemessen. AW

Wenn eine Feder bereits vorgespannt ist, kann man die Energiedifferenz

berechnen, die man zufithren muss, um den zweiten Zustand zu erreichen. 0 x=s x

Es gilt:

3.6
1)

1
AW = §D(52 — 81)2

Aufgaben

Ein Auto (m; = 1200 kg) stdsst mit der Geschwindigkeit v; = 10 m/s auf ein zweites (mz = 800 kg),
welches vor dem Zusammenstoss in Ruhe ist.

was geschieht mit der Energie des ersten Autos beim Stoss und wieviel Energie wird vom ersten Auto
auf das zweite iibertragen?

Ein Eisenbahnzug, bestehend aus einer Lokomotive (mz = 50 t) und 10 Wagons (Masse je my = 15
t) wird auf horizontaler Strecke aus dem Stand gleichmiissig beschleunigt, und zwar in 40 s auf 20 m/s.
Fiir die Rollreibung ist der Reibungskoeffizient mit pr = 0.001 gegeben.

a) Fiir welche Leistung muss die Lokomotive ausgelegt sein, damit dieser Beschleunigungsvorgang
gelingen kann?

b) Stellen Sie in einem Diagramm den zeitlichen Verlauf des Energiestromes dar, der bei diesem
Beschleunigungsvorgang vom Motor an den von der Erde in die Lok geférderten Impulsstrom
gebunden wird.

¢) Berechnen Sie mit Hilfe des Energiestrom-Zeit-Diagramms die gesamte umgesetzte Energie bei
diesem Beschleunigungsprozess.

Aus einem Staubecken fliesst durch eine Druckleitung Wasser iiber eine Hohendifferenz von 200 m auf
eine Turbine. Der Massenstrom ist dabei konstant mit I,,, = 100 kg/s gegeben.

a) Welche Prozessleistung ergibt sich dabei an der Turbine, wenn Verluste durch Reibung im Druck-
rohr nicht berticksichtigt werden?

b) Welche Energie wird dabei an der Turbine in 10 s umgesetzt?

Von einem Kran fillt durch einen ungliicklichen Umstand die Last (Betonquader mit einer Masse von
my, = 200 kg) aus einer Hohe von 12 m auf den Erdboden und verursacht dort einen Eindruck von 5
cm Tiefe. Der Korper bleibt sofort dort liegen. Die Bremsphase dauerte dabei 0.2 s. Wie gross ist der
beim Abbremsen in die Erde fliessende, als konstant angenommene Impulsstrom? Was geschieht mit
der Energie beim Aufprall? Wieviel Energie wird umgeladen und auf welchen Tréger?

In der vorherigen Aufgabe fillt ein Koérper auf den Boden und bleibt liegen. Oft ist bei solchen Fillen
eine gewisse Elastizitéit bei den beteiligten Korpern zu beobachten. Wir nehmen deshalb an, dass
beim Aufprall 80% der Energie sofort an die Wirme gebunden wird. Die restlichen 20% bewirken ein
Hochschnellen des Kérpers. Wie hoch wird der Korper fliegen, wenn man annimmt, dass die Erde keine
Bewegung macht (sehr grosse Masse)? Es wird auch angenommen, dass das elastische Verhalten wie
bei einer normalen Feder ist.

Eine vertikal aufgestellte, normale Druckfeder (D = 0.02 N/m ) wird um um 2 cm zusammengedriickt.
In dieser Position wird eine kleine Metallkugel (m = 0.05 kg) auf die Feder gelegt, die dann losgelas-
sen wird. Wie hoch wird die Metallkugel geschleudert, wenn man Reibung und Luftwiderstand nicht
berticksichtigt?
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Loésungen

Die im fahrenden ersten Auto steckende Energie wird zu einem Teil an das zweite Auto abgegeben als
kinetische Energie. Der Rest wird an die bei der Verformung der Autos entstehende Wérme gebunden.

mivy = (m1 + mg)’U
p = v 1200-10 —gn
T mai+ms ~ 1200+800 T 7 s

Wi = $myv? = - 1200 - 10? = 60 kJ

Winachher = 3miv? = 31200 - 62 = 21.6 kJ

Wanachher = §m2'02 = g -800-6%2 =144 kJ

Zusammen gibt dies nachher 36 kJ. Die Differenz auf 60 kJ ist 24 kJ. sie wird an die Warme gebunden.

h— Av _ 20 _ m
a) V=37 =7 =057%

v= [dotvdt = [0.5dt = 0.5t + vy = 0.5¢ (vo =0 m/s)
Ipyreib = pirmg = 0.001 - 2007000 - 9.81 = 1.960 kN
Impulsstrombilanz: mo = Ipror — Ipreis

Iprok = mU + Ipreqs = 2007000 - 0.5 4+ 1960 = 102 kN

PLok =Av- IpLok’ =20- 102/000 = 2.04 MW

b) Der Energiestrom wird berechnet mit: Iy = v - I,

2e-+06 4
1.52+06 1
ILW 104061

500000

¢) Die rot eingefirbte Fliche im Diagramm gibt die ausgetauschte Energie AW an. Es ist: AW =
$-2.04-105 - 40 = 40.80 MJ

a) Pyrqv = gARI, = 9.81-200 - 100 = 196'200 W
b) AW = P, At = 196’000 - 10 = 17960'000 J = 1.96 kJ

Das Abbremsen geschieht gemiss Angaben auf einer Strecke von 0.05 m in 0,2 s. Die Bremsbeschleuni-
gung ist dann: apremsen = %. Zuvor wurde der Korper auf einer Strecke von 12 m durch die Gravitation
beschleunigt. Die Geschwindigkeit beim Aufreffen auf dem Boden berechnet man schnell iiber die Ener-
gie. Es gilt:

Woben = Wunten

mgh = %va

v=1+/2gh =+2-9.81-12=15.3 m/s

Weil vorgegeben ist, dass der Impulsstrom beim Bremsen konstant sein soll (konstante Bremskraft),
ist die Beschleunigung konstant. Gegeben ist die Bremsstrecke, die Anfangsgeschwindigkeit und die
Bremszeit. Aus der Kinematik kann man sich folgender Formeln bedienen:

y=—5t> 4+ vot + yo

v =at + vy

Konkret erhédlt man das Gleichungssystem:

—0.05 = —4t*+ 153t +0

0=at+15.3

Die Losungen sind: ¢ = 1.56 s, a = —9.78 33

Und der konstante, ausfliesende Impulsstrom (Bremskraft) = 1960 N.

Die gesamte Energie ist nach dem Aufprall an die bei der Verformung erzeugte Wirme gebunden. Der
Betrag der umgeladenen Energie ist: AW = mghs = 200 - 9.81 - 12.05 = 23600 J

Man kann sich iiberlegen, ob die Vorgabe, der beim Abbremsen auftretende Impulsstrom soll konstant



25

sein, der Wirklichkeit entspricht. So kénnte es ja auch sein, dass anfangs mehr Impuls abgegeben wird
als gegen Ende der Bremsphase. Das miisste man auch in Experimenten tiberpriifen.

In der vorhergehenden Aufgabe betrigt die umgeladene Energie AW = 23/600 J. Nun wird mit 20%
davon der Korper wieder angehoben. Wir gehen davon aus, dass der Korper senkrecht in die Hohe
fliegt und im hochsten Punkt dann die Geschwindigkeit 0 hat. Dann gilt:

AWy = mgAh
_ AW, __ 0.20-23'600 __
Ah = S00% = S5069s1 — 241 m
Diese Aufgabe kann man am schnellsten iiber die Energie 16sen: Summe aller Energiewerte vorher =

Summe aller Energiewerte nachher.

vorher: Wi = imwf 4+ mghy + 1Ds? =0+ 0.05-9.81 - (—0.02)* 4+ 1 - 0.02- 0.02% = 2.002 - 10~* J
nachher: Wy = $muv3 + mghy + 3Ds3 =0+ 0.05-9.81 - hy + 0 = 0.05- 9.81 - hy

Wy =W,

0.05-9.81 - hy = 2.002-107* J

hy=4.1-10"%m

Die Kugel wird ganz wenig iiber die Nulllage angehoben.
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Kapitel 4 Translationsmechanik: Gleichférmige Kreisbewegung

Die gleichférmige Kreisbewegung wird meist mit der Tangentialgeschwindigkeit eines Massenpunktes be-
schrieben. Deshalb ordnen wir diese Bewegung bei der Translation ein, auch wenn schliesslich eine Kreisbahn
durchlaufen wird. Im n#chsten Kapitel wird dann die Rotationsbewegung allgemein aufgearbeitet.

Am Beispiel der Kreishewegung wird hier auch das Problem der Scheinkréfte diskutiert. Wie steht es mit
der Zentripetal- und der Zentrifugalkraft? Unsere Erfahrung mit diesen Kréften ist oft widerspriichlich zu
den Gegebenheiten der Physik.

4.1 Die gleichférmige Kreisbewegung

Unter einer gleichformigen Kreisbewegung versteht man die Bewegung eines Massenpunktes m auf einer
Kreisbahn mit konstanter Bahngeschwindigkeit v.

Bei der Kreisbewegung macht es allerdings Sinn, diese Bewegung mit Ra-

dius r des Kreises und dem Winkel ¢ des Radiusvektors 7 mit der z-Achse y
zu beschreiben. Es gilt:

=

T =TCcosy
: \, P(xfy)
y=rsing
W
und umgekehrt: Q)

r= V¥ x

tanp = ¥

Die Zeit fiir eine Umdrehung nennt man Periodenldnge T. Damit kann
man auch die Frequenz f, die Anzahl Umdrehungen pro Sekunde berech-
nen. Es gilt: f = %

Neu wird die Winkelgeschwindigkeit w eingefiihrt. Sie gibt die Anderungsrate des Winkels an, der durch den
Radiusvektor iiberstrichen wird. Es ist also w = ¢. Bei konstanter Winkelgeschwindigkeit kann man mit
folgender Gleichung rechnen: w = AA—f.

Wenn At = T ist, ist Ap = 27. Daraus folgt: w = 2% =27f.

Wir suchen nun den Zusammenhang zwischen Winkelgeschwindigkeit w und Bahngeschwindigkeit v. Da in
der Physik der Winkel grundsétzlich im Bogenmass gemessen wird, gibt also ¢ die Lénge des Bogens im
Einheitskreis an. Bei einer Streckung mit dem Radius r erhélt man den Bogen im Kreis mit dem Radius r,
sie betrégt r - ¢ bzw. bei einem Winkel von Ay den Wert r - Ap. Der Quotient aus Bogenldnge durch Zeit
ist die Bahngeschwindigkeit v:

- Ap Ay

A
Zu beachten ist, dass sich bei einer
Kreisbewegung die Richtung des Bahn- T A y
geschwindigkeitsvektors immer #ndert, w.
also auch dann, wenn sein Betrag gleich s
bleibt. Die Kreisbewegung ist deshalb r/
immer eine beschleunigte Bewegung, da £

der Geschwindigkeitsvektor nicht kon-
stant sein kann. Bei einer differentiell
kleinen Anderung des Winkels um den
Wert dg steht der Vektor dv senkrecht
auf v. Die Beschleunigung ist gleich dem e
Vektor © = @ = 4% Er steht also senk- V+AV
recht zum Geschwindigkeitsvektor ¢ und
zeigt somit vom Punkt P aus zum Kreismittelpunkt. Deshalb nennt man diese Beschleunigung auch Radial-
oder Zentralbeschleunigung. Um diese Beschleunigung zu berechnen, ist es am einfachsten, die Kreisbewegung
durch den Radiusvektor als Funktion der Zeit darzustellen. Die erste Ableitung gibt die Geschwindigkeit, die
zweite Ableitung die Beschleunigung. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 s soll der Radiusvektor auf den Punkt P zeigen,
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der Anfangswinkel ist also ¢. Wenn die Zeit lduft, wird der Winkel dann um den Wert wt vergrossert. Der
Winkelwert zum Zeitpunkt ¢ ist somit gleich wt + .

. x 7 cos (wt + ¢)
T = =
y rsin (wt + @)
Lo Vg by —rwsin (wt + @)
V=r = = =
Uy Y rw cos (wt + @)
L = ay @ —rw? cos (Wt + )
a=7r—= = =
ay i —rw? sin (wt + )
Die Betrége der Vektoren geben den Wert der Bahngeschwindigkeit und den wert der Zentralbeschleunigung
an. Es gilt:
v = /(—rwsin (wt + ¢))2 + (rwcos (wt + )2 = rw
a = +/(—rw?cos (wt + ¢))2 + (rw? sin (Wt + )2 = rw?
Mit der Gleichung fiir v kann a mittels v und r dargestellt werden: a = @ = ’;—2

4.2 Die Zentripetalkraft

Die Beschleunigung a, welche der Massenpunkt m erfahrt, ruft nach einer Kraft. Wir nennen sie Zentripe-
talkraft Fr. Sie zeigt vom Punkt P gegen den Kreismittelpunkt.

. . - ma, mi —mrw? cos (Wt + )
Fr=mad=mi = = =
may mj —mrw? sin (wt + @)

Der Betrag der Zentripetalkraft ist:
mu
Fr =ma = mrw? = ——
r

Damit sich die Masse m auf der Kreisbahn bewegt, muss also eine Kraft wirken. Diese Kraft muss aus irgend
einem gegebenen Anlass zustande kommen oder auf Grund eines Naturgesetzes vorhanden sein. Bei der
Kurvenfahrt eines Autos ist es die Reibung, die in die Rolle der Zentripetalkraft schliipft, wenn ein Satellit
die Erde umkreist, ist es die Gravitationskraft (also die Gewichtskraft), die als Zentripetalkraft wirkt.

Die Zentripetalkraft ist also nicht eine neue Kraft, die neben den sonst zu beobachtenden Kréften auftritt.
Sie wird vielmehr als Resultierende der vorhandenen Kréfte gebildet.
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4.3 Scheinkrifte

Bei der Kreisbewegung wird haufig von der Zentrifugalkraft gesprochen. Diese Kraft wird vom Beobachter so
wahrgenommen, dass er den Eindruck hat, dass die Zentrifugalkraft einen Kérper aus der Kreisbahn hinaus
zieht. Dieser Eindruck ist aber nur richtig, wenn man das rotierende System als Bezugssystem nimmt. Al-
lerdings ist das rotierende System ein beschleunigtes Bezugssystem und somit kein Inertialsystem. Deshalb
wird die Beschreibung von Bewegungsvorgéingen aus dem rotierenden Bezugssystem heraus sehr schwierig.
Bei physikalischen Analysen und Berechnungen ist deshalb empfehlenswert, sich auf ein unbeschleunigtes
Bezugssystem zu stiitzen. Das ist z.B. das tibliche Laborsystem, die als ruhend gedachte Erde. In diesem
unbeschleunigten Bezugssystem existiert aber die Zentrifugalkraft nicht. Sie wird daher oft auch als Schein-
kraft bezeichnet. Die Zentripetalkraft als Resultierende von realen Kriften ist aber jene Kraft, welche die
Masse auf die Kreisbahn zwingt. Es braucht diesen Zwang, damit eine Masse nicht in ihrer sonst geradlinigen
Bewegung nach dem Trdgheitssatz verharrt.

Eine andere Scheinkraft ist die Corioliskraft. Sie scheint zu wirken, wenn z.B. eine Kugel auf einer rotierenden
Scheibe vom Zentrum nach aussen abgestossen wird. Dann bewegt sie sich entsprechend dem Tragheitsgesetz
nicht auf dem anvisierten Radius sondern bleibt hinter dieser Linie zuriick und beschreibt einen Kurvenbo-
gen. Auf der Erde sind Phéanomene zu beobachten, die der Corioliskraft zugeschrieben werden. Es sind dies
z.B. die Wirbeldrehung bei einer Tiefdruck- oder einer Hochdruckzone und die Ablenkung der Passatwinde
gegen Osten.

4.4 Beispiele
4.4.1 Masse der Sonne

Die Erde bewegt sich um die Sonne auf einer Ellipsenbahn mit sehr geringer Exzentrizitdt. Wir ndhern diese
Bahn hier durch eine Kreisbahn an. Damit kénnen wir die Sonnenmasse bestimmen, wenn die Erdmasse und
der Erdbahnradius bekannt sind.

Auf die Erde wirkt die Gravitationskraft nach Newton. Sie ist: Fig = G ™£rdepsonne

G ist die Gravitationskonstante, sie hat den Wert: G = 6.67 - 10_11%.

Da keine weiteren Kréifte auf die Erde wirken (wir vernachlissigen Wirkungen von Mond und anderen
Gestirnen, weil sie gegeniiber der Kraft durch die Sonne sehr klein sind), iibernimmt diese Kraft die Rolle
der Zentripetalkraft. Es gilt:

Fr = mprgerw? = GMErdepsonne

T

Auf mgonne gelost erhilt man:
r3w? r3.4n?
MSonne = ¢~ = G.12
T ist die Umlaufzeit der Erde um die Sonne und ist T' = 365.256 Tage = 31’558’120 s.

Der mittlere Erdbahnradius betragt: » = 149.6 - 10° m, die Erdmasse ist mgrqe = 5.9736 - 10%* kg

3 2 943 2
_r 4w (149.6'10 ) 4 o . 30
MSonne = ‘Grz = gorio-T 31551302 — 199 - 1077 kg

4.4.2 Kurvenfahrt eines Schienenfahrzeugs

Ein Schienenfahrzeug (m = 20 Tonnen) mit der Spurweite von s = 1 m fiahrt durch eine nicht iiberhthte
Kurve mit dem inneren Radius r; = 300 m. Der Schwerpunkt liegt 1 m iiber der Schienenoberkante in der
Mitte des Fahrzeugs. Mit welcher Maximalgeschwindigkeit kann das Schienenfahrzeug die Kurve gerade noch
durchfahren?

Welche Krifte wirken wihrend der Fahrt auf das Fahrzeug? Es sind dies
vertikal die Gewichtskraft ﬁg, und die Kréfte durch die Schienen. Im
Grenzfall, in dem das Fahrzeug gerade noch nicht kippt, ist die Kraft
durch die innere Schiene 0 N. Es wirkt dann nur mehr die Kraft durch die
dussere Schiene ﬁs. Diese Schienenkraft muss mit ihrer vertikalen Kom-
ponente die Gewichtskraft kompensieren. Die horizontale Komponente
bleibt als Resultierende aller Kréfte {ibrig und spielt hier die Rolle der
Zentripetalkraft.

Aus den geometrischen Daten kann man nun den Winkel zwischen fg
und ﬁRes berechnen. Es gilt:

tan o = %5m
m




a = 26.6°
Ferner ist:
tan q = Lhes

Fg
Somit kann man Fr.s berechnen: FFLG = Oif;n

FRes = %22 . Fp = 220 20/000 kg - 9.81% = 98'100N

Im

Mit der Formel fiir die Zentripetalkraft ergibt sich:

FR — mu? — 0.5m

T 1m -mg

Tm

v= /8 g = 86 300m = 3842 = 138 km/h
Die Rechnung zeigt auch, dass die Geschwindigkeit nicht von der Masse des Fahrzeugs abhéngig ist..
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Kapitel 5 Rotationsmechanik: Drehimpuls und Drehmoment

Die Rotationsmechanik ist speziell das Gebiert der rotierenden, ausgedehnten Kérper. War bisher in der Regel
der Massenpunkt Gegenstand der Untersuchung und wurde seine Bahn unter den verschiedenen Einfliissen
beschrieben, soll nun der starre Kérper im Zentrum der Beobachtung stehen. Vielfach kann man natiirlich
fiir die Bewegung von starren Korpern auch auf die Translationsmechanik des Massenpunktes zuriickgreifen.
So ist es durchaus angebracht, die regulire Bewegung eines Autos so zu beschreiben. Wenn es aber z.B. zu
Schleuderbewegungen oder zum Uberschlag kommt, handelt es sich um eine Rotation eines ausgedehnten
Korpers um eine Achse.

Wir werden nun versuchen, die Rotationsmechanik in Analogie zur Translationsmechanik aufzubauen. Das
ergibt den Vorteil, dass die Begriffe meist dhnlich sind und parallele Zusammenhénge beobachtet werden
konnen. So kann dann der Formelsatz fiir die Beschreibung dieses Gebietes nach denselben Grundséitzen wie
bei der Translation aufgebaut werden.

5.1 Der Massenpunkt und der starre Korper

Die Zeichnung zeigt einen starren Korper mit der Ge-
samtmasse m und auf diesem Koérper mehrere Mas-
senpunkte (my, ms, ..., m;), die alle um eine Drehachse
mit der Winkelgeschwindigkeit w rotieren. Bestimmen
wir fiir verschiedene Massenpunkte die Rotationsener-
gie, werden wir auch bei gleicher Grosse von m; wegen
der unterschiedlichen Radien, verschiedene Resultate
erhalten. Fiir einen Massenpunkt gilt wie in der Trans-
lationsmechanik W = %mvz. Mit v = rw erhélt man:
W = %mr2w2

Mochte man die Rotationsenergie des starren Kor-
pers berechnen, miisste man iiber alle Massenpunkte
summieren, z.B. mit dem Integral. Solche Rechnungen
kann man zwar bei vielen geometrischen Korpern mit mehr oder weniger Aufwand durchfiihren, bei unregel-
miissigen Korpern, deren Gestalt sich nicht mit mathematischen Funktionen gut erfassen lisst, ist dies aber
kein tauglicher Weg. Deshalb fithren wir eine Grosse ein, die wir Trdgheitsmoment J nennen, und die bei
der Rotation den Widerstand gegeniiber einer Winkelbeschleunigung angibt, so wie die Masse eines Korpers
bei der Translation den Widerstand gegeniiber einer Beschleunigung darstellt. Mit dem Trégheitsmoment J
und der Winkelgeschwindigkeit w sollte man dann die Rotationsenergie W,.,; berechnen kénnen, wie bei der
Translation die kinetische Energie aus Masse und Geschwindigkeit. Es gilt:

Gesamtmasse m

Wiin = 1va Wiot = leQ
2 2

Das Trégheitsmoment J ist fiir denselben Korper verschieden, wenn man die Drehachse veréindert. Das
Tréigheitsmoment fiir den Zylinder bei Drehung um die Léngsachse (Bild links) ist Jyz,, || = 3mr?. Rotiert
der Zylinder um eine Querachse (Bild rechts), so gibt die Tabelle den Wert Jz,; | = tmr? + 5ml2. r ist
der Radius und / ist die Lénge des Zylinders. Diese Tatsache kann leicht iiberpriift werden. Nehmen Sie eine
diinne Stange und versuchen Sie, sie einmal um die Léngsachse und das andere Mal um eine Querachse in
Rotation zu bringen. Sie spiiren den Unterschied sofort.

o -
“
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5.2 Vergleich Translation - Rotation

Wenn man die passenden Grossen gegeniiberstellt, lassen sich die formalen Beziehungen zwischen den Grossen
bei der Rotation analog zur Translation herstellen.

Translation Rotation

Weg s Winkel ¢

Geschwindigkeit v = § Winkelgeschwindigkeit w = ¢
Beschleunigung a =0 = § Winkelbeschleunigung o = w = ¢
Masse m Tragheitsmoment J

Impuls p=m-v Drehimpuls L=J - w

Kraft F=m-a=m-3§ Drehmoment M =J -w=J-¢
kinetische Energie Wi, = %va Rotationsenergie W,.,; = %Juﬂ

5.3 Der Drehimpuls

Bei der Rotation kénnen wir den Drehimpuls L als Grundgrosse einfiithren. Er entspricht dem Impuls bei der
Translation und ist definiert als Produkt aus Tragheitsmoment und Winkelgeschwindigkeit: L = J - w. Wird
einem drehbaren System Drehimpuls zu- oder von ihm abgefiihrt, fliesst Drehimpulsstrom I;,. Der Betrag
des Drehimpulsstromes ist gleich dem Betrag des zugehorigen Drehmoments M.

Wie bei der Translation die Impulsstrombilanz gebildet werden kann, bildet man bei der Rotation die Dre-
himpulsstrombilanz. Es gilt: Die Summe aller Drehimpulsstrome ist gleich der Drehimpulsénderungsrate.

NI, =L=Ji

Folgendes Experiment zeigt, dass in einem abgeschlossenen System die Summe der Drehimpulse konstant
ist. Eine Person sitzt auf einem rotierenden Drehschemel und hat zwei Hanteln in der Hand. Werden die
Hanteln weit vom Korper weg gestreckt, ist die Winkelgeschwindigkeit der Rotation kleiner als wenn die
Hanteln nahe an den Kérper gezogen werden.

S —
-
o >
w klein w gross

5.4 Das Drehmoment

Der Betrag eines Drehimpulsstromes ist gleich dem Betrag
des zugehorigen Drehmoments. Das einzelne Drehmoment . Nrehack ce
entsteht aber durch eine Kraft, die an einem Korper an-
greift.

Es gilt:

M=7rxF
Der Radius 7 und die Kraft F' sind beides Vektoren. Das
Drehmoment selbst hat auch eine Richtung, muss also auch

i
J\\}/‘\ﬁk&/&,((_t’f" l/% I R
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als Vektor dargestellt werden. Deshalb fiihrt das Vektorprodukt zur Losung. Der Drehmomentvektor steht
damit senkrecht auf der durch 7 und F aufgespannten Fliche. Er ist parallel zur Drehachse. Dabei wurde die
Definition fiir M so gewdhlt, dass der Vektor vom Beobachter weg zeigt, wenn die positive Winkelbeschleu-
nigung im Uhrzeigersinn steht. Zu beachten ist ferner, dass sich das Vorzeichen von M umkehrt, wenn beim
Vektorprodukt 7 und F vertauscht werden.

Gemiss Drehimpulsstrombilanz ergibt sich ein Gleichgewicht, wenn die Bilanzsumme Null ergibt, wenn also
die Summe aller Drehmomente im Uhrzeigersinn gleich der Summe der Drehmomente im Gegenuhrzeigersinn
ist. Das kann man gut am einfachen Hebel nachvollziehen.

P o0 4 4 LD <
Al
LX 30 A AXA0 =

Po)
XD

5.5 Gleichgewicht

Ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn Kréfte- und Drehmomentgleichgewicht vorhanden ist. Er behélt dann
seinen Bewegungszustand (Ruhe oder Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit und konstanter Winkelge-
schwindigkeit) bei.

Man unterscheidet stabiles, labiles und indifferentes Gleichgewicht. Wird der Korper aus der stabilen Lage
ausgelenkt, so wird er wieder in diese Lage zuriickkehren. Wird er aber aus der labilen Lage ausgelenkt,
sucht er eine stabile Gleichgewichtslage zu erreichen. Eine Auslenkung aus der indifferenten Gleichgewichts-
lage ldsst den Korper in der neuen Lage verharren. Die Abbildungen zeigen Gleichgewichtslagen bei einer

Stange und bei einer Kugel.
A Lobil ndiffercnd
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5.6 Kraftwandler

Kraftwandler sind Gerite (Maschinen), welche es ermoglichen, auf der Eingangsseite eine andere Kraft aus-
zuiiben als auf der Ausgangsseite. Dabei bleibt das Drehmoment unveréindert.

5.6.1 Lose Rolle und Flaschenzug

Die lose Rolle hiingt an zwei Seilstiicken,
auf welche die gesamte Kraft aufgeteilt
wird. Uber jedes Seilstiick wird die H&lf-
te der Kraft weiter geleitet.

Der Flaschenzug besteht aus einer Kom-
bination von losen und festen Rollen.
Fiir die Kraftwandlung sind die losen
Rollen verantwortlich. jede lose Rolle
héngt an 2 Seilstiicken, sodass bei n lo-
sen rollen die Kraft auf 2n Seilstiicke
aufgeteilt wird. Jedes Seilstiick iibertrigt
dann ein n-tel der Gesamtkraft.

5.6.2 Hebel

Das Hebelgesetz heisst ’Kraftarm mal Kraft ist Lastarm mal Last’. Diese Regel resultiert aus der Tatsache,
dass beim Gleichgewicht am Hebel das Drehmoment im Uhrzeigersinn gleich dem Drehmoment im Gegen-
uhrzeigersinn ist.

5.6.3 Wellrad

Das Wellrad ist mit dem Hebel vergleichbar. Als Kraftarm z&hlt immer der Radius der jeweiligen Scheibe.
Das Drehmoment wird unveréndert iibertragen.
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5.7 Drehmomentwandler

Drehmomentwandler sind Geriite (Maschinen), welche es ermdglichen, auf der Eingangsseite ein anderes
Drehmoment auszuiiben als auf der Ausgangsseite. Dabei wird eine Kraft unveréndert iibertragen.

5.7.1 Treibriemengetriebe

Beim Treibriemengetriebe wird iiber den Treibriemen (Seil) die Kraft unveréndert bez. Grosse und Richtung
iibertragen. Dafiir wird das Drehmoment geéndert. Es gilt M; = F -y und Ms = F - rs.

M1 =r1F>r2F=M2

5.7.2 Zahnradgetriebe

Das Zahnradgetriebe funktioniert wie das Treibriemengetriebe. Die Qbertragung der Kraft geschieht von
Zahn auf Zahn, wobei die Grosse und die Richtung der Kraft bei der Ubertragung gleich bleibt.
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Kapitel 6 Rotationsmechanik: Das Tragheitsmoment eines Korpers

Im vorhergehenden Kapitel haben wir bereits das Tragheitsmoment J eingefithrt, und zwar als zur Masse
analoge Grosse bei der Rotationsbewegung. Wir wollen jetzt aber dem Triagheitsmoment weiter auf der Spur
bleiben und das Wissen vertiefen.

6.1 Berechnung von Trigheitsmomenten
6.1.1 Triagheitsmoment einer Punktmasse

Das Triigheitsmoment einer Punktmasse ist definiert als J = mr?, wobei r der Abstand der Masse m vom
Drehpunkt ist.

6.1.2 Trigheitsmoment einer zylindrischen Scheibe

Die Abbildung rechts zeigt den Querschnitt durch eine zylindrische Scheibe
mit dem Radus R Die Drehachse soll die Zylinderachse sein.. Wir greifen ein
Massenelement dm in Form eines kreisférmigen Ringes heraus. Die Breite des
Ringes ist Ar = r, — r; und soll sehr klein, d.h. nahezu Null sein. Die Dicke
des Ringes ist h, sie spielt hier aber keine Rolle, da die Masse in der Tie- 3

fe homogen verteilt sein soll. Das ringformige Massenelement hat den Wert: ‘

Am = pdV = p(r2 —r?)nh = prh(re + 1i)(ra — i) = pmh(re + ;) - Ar. Das

Trigheitsmoment dieses Ringes ist AJ = r2Am = r2prh(r, + ;) - Ar. Wenn

Ar nach Null geht, gehen r; und auch r, nach demselben Wert r. Fiir das dif-

ferentielle Tragheitsmoment kann man deshalb schreiben:

dJ =r?dm =12 prh - 2rdr

Nun muss man iiber die Kreisscheibe integrieren vom Mittelpunkt (r = 0) bis zum Rand (r = R) und man
erhiilt das Triagheitsmment der zylindrischen Scheibe.

R R
Jzytinder = 2p7rh0fr3 dr = 2pmh [%}0 = 2p7rh%4 =1r?nh-p - R?> = JmR?

6.1.3 Trigheitsmoment einer Kugel

Gesucht ist das Tréagheitsmoment einer homogenen Kugel mit dem Radius R

beziiglich einer Achse durch den Kugelmittelpunkt. Die Kugel kann in Schichten y
geschnitten werden. Approximativ kénnen diese Schichten Zylinderscheiben sein.
Das Trégheitsmoment einer zylindrischen Scheibe beziiglich der Symmetrieachse Aﬁ EBI\

X . . il POdy)
haben wir soeben berechnet. Man muss diese Trégheitsmomente nur noch iiber dmA = dy

. . . . . il LA PZa
alle Schichten aufsummieren, und zwar als unendliche Summe von infinitesimal l" h]
diinnen Schichten mit dem Integral. X

dJ = %xz dm

Fiir dm kann man schreiben: dm = pdV = pzndy
Somit wird dJ zu: dJ = %px‘lﬂdy

Nach Pythagoras gilt ferner : 22 = R? — y2

dJ = 3p(R?* — y*)*ndy

R R 3 s1R
Jkugel = 2 Of 1p(R? — y?)ndy = 2 of 1p(R* — 2R?y* + yY)dy = pr [R4y —2R*% + %]0 =

_ 5  2R° R°\ _ 15R°—10R°+3R® __

= prr AR°m | 2R% _ 2, D2

8 5 _ . _2
s PR = p=3 5 — 5

3 5

6.2 Der Satz von Steiner

Der Fall, dass die Drehachse durch den Schwerpunkt des rotierenden Kor-
pers geht, ist zwar haufig anzutreffen. Im anderen Fall aber brauchen wir 7
eine Losung, welche es ermdglicht, Trigheitsmomente bez. beliebiger Ach-
sen anzugeben, die sich einfach aus den Triagheitsmomenten bez. einer
Achse durch den Schwerpunkt bestimmen lassen. Die Triagheitsmomente
von vielen Korpern beziiglich einer Achse durch den Schwerpunkt findet

m = Masse des Korpers
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man in Tabellenwerken.
Der Satz von Steiner gibt eine Hilfe fiir dieses Problem an: Er besagt:

Ja = Js +d*m

Dabei bedeutet J4 das Trigheitsmoment beziiglich der Bezugsachse A, Jg ist das Triagheitsmoment beziiglich
der parallelen Achse durch den Schwerpunkt und d ist der Abstand der beiden Achsen.

6.3 Experimentelle Bestimmung von Trigheitsmomenten

Bei unregelmiéssigen Korpern kann man meist das Tragheitsmoment nicht berechnen. dann muss man es in
einem Experiment bestimmen. Es gibt zwei Arten von Experimenten, die dies ermdglichen.

6.3.1 Beschleunigungsexperimente

Das Trégheitsmoment ist ja jene Grosse, welche bei einem Versuch, einen
Korper mit einem Drehmoment einer Winkelbeschleuningung auszuset-
zen, Widerstand leistet. Bei der Translation wére die entsprechende Gros-
se die Masse, die durch eine Kraft beschleunigt wird. Somit gilt in analogie
zur Translation:

Myes = J (P

Das Gewichtstiick erzeugt eine Drehmoment an der Rolle (M = r - Fg).
Startet man das Experiment aus der Ruhe, wird das Gewichtstiick in
der Zeit At die Hohe Ah durchfallen. Daraus gewinnt man die Bescheu-
nigung mit der Gleichung Ah = %a(At)Q. Die Winkelbeschleunigung ¢
erhélt man durch die Beziehung v = a = r - ¢, wobei r der Radius der
Rolle ist.

Bei diesem Experiment ist noch zu beachten, dass das gesamte Trégheits- l

moment des rotierenden Systems, also unbekannter Kérper und Rolle ge-

messen wird. In einem Vorversuch muss also das Triagheitsmoment der leeren Anlage bestimmt werden,
damit man es am Schluss vom gesamten Trégheitsmoment abziehen kann. Ausserdem ist zu empfehlen, die
rotierenden teile moglichst reibungsarm zu lagern und einen diinnen Faden zu verwenden.

6.3.2 Schwingungsexperimente

Mit Drehschwingungen eines Systems kann man das Trigheitsmoment ei-
nes unbekannten Korpers ebenfalls bestimmen. Wird eine Drehpendel aus
der Ruhelage ausgelenkt, erzeugt die Feder ein riicktreibendes Drehmo-
ment, welches proportional zum Winkel ist. Somit kann man eine Diffe-
rentialgleichung ansetzen:

Jo=-D-¢

oder umgeformt: ¢+ 2 =0

Aus der Theorie der Differentialgleichungen weiss man, dass 1/% = wo
ist, also gleich der Winkelgeschwindigkeit des ungedampften Pendels. Und

mit wy = 2T erhéilt man: /2 = 2% “""'H--._.___,_._—f"""

Leicht zu messen ist die Periodenldnge T'. So muss man in einem ersten
Experiment mit einem Korper mit bekanntem Tréagheitsmoment die Kon-
stante D bestimmen. In einem zweiten Experiment kann man dann mit
diesem D das Tragheitsmoment des z untersuchenden Korpers ermitteln.
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Kapitel 7 Rotationsmechanik: Rotationsenergie

7.1 Ein einfiihrendes Beispiel

Beispiel: Eine Kugel (r = 4 cm, m = 1 kg), rollt iiber eine schiefe Ebene der Linge 1 m unter dem
Neigungswinkel von 30° aus der Ruhe herunter. Mit welcher Geschindigkeit bewegt sich der Schwerpunkt
am Ende der schiefen Ebene?

Wenn die Kugel iiber die schiefe Ebene rollt, macht der Schwer-
punkt eine Translationsbewegung. Gleichzeitig rotiert aber die Ku-
gel, und zwar um den jeweiligen Auflagepunkt auf der schiefen Ebe-
ne. Das Problem ist also kein ganz einfaches, auch wenn wir hier
die Reibung und den Luftwiderstand vernachléssigen.

Zu Beginn der Bewegung ist die Kugel in Ruhe und wir registrieren
ausschliesslich Gravitationsenergie beziiglich dem unteren Ende der
schiefen Ebene. Ihr Betrag ist Wyyq, = mgh. Fiir h erhalt man hier
den Wert h = 1m - sin30° = 0.5 m.

Unterwegs bewegt sich der Schwerpunkt mit der Geschwindigkeit v
und die Kugel hat eine momentane Winkelgeschwindigkeit w, wenn
man die Kugel im Schwerpunktssystem betrachtet. Dann kann man
fiir J das Trigheitsmoment der Kugel bez. des Schwerpunktes einsetzen. Die Betrachtung der Rotation im
Schwerpunktsystem ist insofern gerechtfertigt, da wir nur eine Aussage iiber die Rotationsenergie suchen und
nicht eine Bewegungsgleichung fiir die Kugel.

Nun kann man die Gesamtenergie wie folgt berechnen:

1 1
W = Wgr(w + Wtrans + Wrot = mgy + 577?,1)2 + §JW2

Mit y wird die momentane Hohe angegeben. Die Geschwindigkeit des Schwerpunktes v ist mit w durch die
Gleichung v = rw verkniipft. Fiir J setzen wir das Tragheitsmoment einer Kugel bez. des Schwerpunktes ein.
Es ist J = 2mr?. Somit wird die Energiegleichung zu:

2 2

W =mgy+ Smo? + 1. 2 2(”)2— + L2 + Line? = mgy +
=mgy + gmv” + 5o - () =mgy £ omu” 4 Zmu” = mgy + gomv

Am unteren Ende der schiefen ebene ist y = 0 und fiir W kénnen wir Wy,4, vom Anfang einsetzen. Dann
erhilt man:
2

7
mgh =0+ o™

Gelost auf v ergibt sich: v = \/% = \/w =2.65

7.2 Rotationsenergie und Bezugssystem

Die Rotationsenergie eines Korpers wird berechnet zu:
1
Wit = §Jw2

Mit dieser Aussage ist aber noch nicht festgehalten, in welchem Bezugssystem diese Rotationsenergie ge-
messen wird. In einem Schwerpunktsystem, d.h. in einem System, in dem der Schwerpunkt als ruhender
Punkt gilt, ist J das Tragheitsmoment beziiglich des Schwerpunktes. Wenn aber wie im obigen Beispiel der
Drehpunkt nicht mit dem Schwerpunkt zusammen fillt, muss man das Triagheitsmoment bez. der effektiven
Drehachse berechnen. Mit dem Satz von Steiner ist dies ja auch kein Problem. So ist das Trigheitsmoment
beziiglich des Drehpunktes auf der schiefen Ebene gleich J4 = Jg+mr? = %mr2 +mr? = %mrQ. Die gesamte
kinetische Energie ist jetzt gleich der Rotationsenergie mit Bezug auf den Drehpunkt auf der schiefen Ebene.
Ihr Wert ist: Wy, = 2 Jaw? = 1+ Imr?-w? = Tmo?. Diesen Wert haben wir aber auch mit der Betrachtung
der Rotation im Schwerpunktsystem erhalten.

Die obige Uberlegung hat gezeigt, dass es keine Rolle spielt, welches Bezugssystem man zur Beurteilung der



38

gesamten kinetischen Energie verwendet. Die kinetische Energie setzt sich immer aus der Translations- und

der Rotationsenergie zusammen.

Wkin = Wtrans + Wrot

7.3 Energiespeicherung

Wir haben gesehen, dass in einem rotierenden Kor-
per entsprechend seinem Trégheitsmoment und seiner
Winkelgeschwindigkeit Energie gespeichert ist. Diese
Tatsache kann man sich fiir die technische Speiche-
rung und Riickgewinnung von Energie zunutze ma-
chen. Traditionellerweise beniitzte man Schwungréider
zur Antriebsunterstiitzung bei verschiedenen Maschi-
nen, wie z.B. Wasserpumpen oder Eisenbahnlokomo-
tiven. Eine systematische Anlage zur Energiespeiche-
rung und Riickgewinnung finden wir bei Gyrobussen,
welche beim Bremsen die Energie auf den Drehimpuls
in einem Schwungrad geladen haben. Beim Anfah-
ren oder Beschleunigen konnte diese Energie wieder
verfiigbar gemacht werden. Bei Gyrobussen arbeitete

c. 1808

man mit betrachtlichen Trigheitsmomenten. Moderne Konzepte funktionieren aber mit grosserer Winkelge-
schwindigkeit bei relativ kleinen Trégheitsmomenten. Die Bilder zeigen Beispiele fiir die Energiespeicherung
in Schwungridern (bei der Dampfmaschine von Trevithick, bei einer Gesenkschmiede und in einem Gyrobus
von Yverdon. Die folgenden Internetverweise bieten weitere Informationen zu Gyrosystemen an:

http : //de.wikipedia.org/wiki/Gyrobus
http : / /photo.proaktiva.eu/digest /2008 yrobus.html
hitp : //systemdesign.ch/index.php/Gyrobus
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Kapitel 8 Statik der Fluide: Druck

8.1 Druck in Fliissigkeiten und Gasen
8.1.1 Der Stempeldruck in Fliissigkeiten

Experiment: Ein Glaskolben mit verschiedenen Offnungen ist mit Wasser
gefiillt. Wird der Stempel hineingedriickt, spritzt das Wsser aus den Off-
nungen gleich stark heraus. Daraus schliessen wir, das der Druck an je-
der Stelle in der Fliissigkeit gleich gross ist. (Pascal’sches Prinzip, http :
//de.wikipedia.org/wiki/Blaisepascal)

8.1.2 Definition des Drucks
Der Druck p ist definiert als der Quotient aus Kraft F' pro Fliche A.

p:Z

Die Masseinheit des Drucks ist:
[p] = [%] = Pa (Pascal)

Weitere Masseinheiten:
1 bar = 1000 mbar = 10°Pa
1 mbar = 1 hPa = 100 Pa

Frither wurden noch weitere Masseinheiten fiir den Druck verwendet: Torr (nach dem italienischen Physiker
Torricelli, http : //de.wikipedia.org/wiki/Evangelistarorricelli), mmHg, mmWassersdule, at (Atmosphi-
re).

8.1.3 Messverfahren und Messgerite

Druckmessgerite konnen den Differenzdruck oder den absoluten Druck messen. Ein Differenzdruckmessgerét
ist z.B. das U-Rohr-Manometer. Es misst die Druckdifferenz zwischen dem zu untersuchenden Raum und
dem Umgebungsdruck. Ein Membranmanometer kann den absoluten Druck bestimmen. In jedem Fall miissen
die Manometer richtig kalibriert werden.

s
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U-Rohr-Manometer Membranmanometer

8.1.4 Inkompressibilitidt von Fliissigkeiten

Experiment: Eine Glasspritze ist mit Wasser gefiillt. Mit dem Finger wird die Offnung verschlossen. Man
kann den Kolben nicht hin- und herbewegen. Fliissigkeiten lassen sich praktisch nicht zusammendriicken.

5
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8.1.5 Anwendungen

Die hydraulische Presse In der Praxis wird die Hydraulik vielfach angewendet, um Kréfte zu iibertragen.
In einem geschlossenen hydraulischen System ist geméiss Pascal’schem Prinzip der Druck iiberall gleich, wobei
allerdings noch die Auswirkungen der Gravitation zu beriicksichtigen sind, was wir aber spiter machen. Nun
kann man unterschiedliche Flichen bezeichnen, auf welche dann entsprechend der Beziehung % = % auch

unterschiedlicher Druck festzustellen ist.

Pumpe Pumpenkolben PreB-
kolben

\)
Vorrat Vorrats-
=TT behilter

S 1]

=~ Riicklauf

8.2 Der Hydrostatische Druck

Experiment: FEin Gefiss ist mit Wasser gefiillt. Nun wird eine Druck-
sonde eingetaucht, am Display wird der Differenzdruck zwischen dem
Druck auf der Sonde und dem &usseren Luftdruck angezeigt. Gemessen
werden die Druckwerte in Abhéngigkeit von der Eintauchtiefe h. Man 0
kann das Experiment auch mit anderen Fliissigkeiten wiederholen. Als
Ergebnis erhélt man:

Der hydrostatisch Druck ist proportional zur Tiefe h, proportional zur
Dichte p der Fliissigkeit und proportional zur Gravitationsstirke g. Es l,\
gilt:

Phyd = pgh

Theoretische Begriindung: Der Druck auf die Fliche A ist
gleich dem Qutienten aus dem Gewicht der dariiberliegenden Fliis-
sigkeitssiule und der Fliche A. Dieses Gewicht ist pVg =
pAhg.

Der Druck ist somit ppyq = % = pgh.

Der Gesamtdruck in der Tiefe h ist:

Dges = PL + pgh
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8.3 Druck in Gasen
8.3.1 Kompressibilitdt von Gasen

Experiment: Eine Glasspritze ist mit Luft gefiillt. Mit dem Finger wird die Offnung verschlossen. Man
kann den Kolben leicht hin- und herbewegen. Gase lassen sich zusammendriicken und expandieren.

8.3.2 Abgeschlossene Gase: Das Gesetz von Boyle und Mariotte

Experiment: Das Gasthermometer besteht aus einem mit einem Gas (mei-
stens Luft) gefiillten Raum, an dem ein mit Quecksilber gefiillter Schlauch ange-
macht ist, und zwar so, dass durch Heben bzw. Senken des Schlauches das ein-
geschlossene Gasvolumen in definierter und messbarer Weise verdndert werden
kann. Die im Schlauch hoch- oder tiefstehende Quecksilberséule gibt den Diffe-
renzdruck zwischen dem Gasvolumen und der Umgebung an. Gasthermometer
heisst das Gerit, weil es auch fiir die Messung von sehr tiefen Temperaturen

verwendet wird.

Ah
In unserem Experiment wird bei Druckausgleich ein bestimmtes Volumen ein-

geschlossen und der Hahn wird verriegelt. Nun wird das freie Stiick des Schlau-
ches gehoben, bzw. gesenkt und es werden zu verschiedenen Gasvolumina die
Hohenunterschiede Ah der Quecksilbersdulen gemessen. Daraus und aus dem
Luftdruck p; kann man den Gesamtdruck im eingeschlossenen Gas ermitteln.
Bei der Auswertung der Messwerte werden die jeweiligen Grossen fiir Gasvolu-
men V und Gesamtdruck p = pr + pgAh zueinander in Beziehung gesetzt. Es
zeigt sich, dass das Produkt p - V' praktisch immer denselben Wert erzielt, dass
also bei einem bestimmten Ausgangsvolumen und natiirlich bei unverénderter
Temperatur das Produkt pV konstant ist. Diese Gesetzmaissigkeit ist unter dem
Namen Gesetz von Boyle-Mariotte bekannt.

p -V = konstant

8.3.3 Der Luftdruck

Experiment: Ein Glaszylinder wird mit Wasser bis zum Rand gefiillt. Dann wird ein Blatt Papier auf den
Rand gelegt und der Zylinder wird umgekehrt. Das Wasser bleibt im Glaszylinder. Auf die frag, was das
Wasser im Glaszylinder hélt, bleibt nur die Antwort: der Luftdruck.

m

Zum Messen des Luftdrucks verwendet man ein Barometer. Ein Quecksilberbarometer besteht aus einem mit
Quecksilber gefiillten Glasrohr, welches verkehrt aufgestellt wird. Der Luftdruck driickt das Quecksilber in
das Rohr und zwar so weit, bis der hydrtosttische Druck des Quecksilbers gleich dem Luftdruck ist. Auch mit
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einem Dosenbarometer kann man den Luftdruck messen. Die Dose wird evakuiert und die Membran muss
mit ihrer Spannung dem Luftdruck standhalten.

q o\

R

/

Quecksilberbarometer Dosenbarometer

Der Luftdruck hingt von der Hohe iiber Meer ab. Diese Abhingigkeit kann man in der Barometrischen
Hohenformel ausdriicken. Es gilt:

— L0 gp

P = poe »o und h= —p—oln£

gpo  Po
po ist der Luftdruck py die Luftdichte auf Meeresniveau, p ist der Luftdruck in der Hohe h iiber Meer.

8.3.4 Anwendungen

Pipette: Die Pipette dient zum Aufnehmen von kleineren Fliissigkeits-
mengen und zur kontrollierten Abgabe der gespeicherten Fliissigkeit. Oft
gibt man sie tropfenweise ab. Wenn das obere Ende der Pipette verschlos-
sen ist, stellt sich im oberen Luftraum der Druck so ein, dass die Summe
aus diesem Druck und dem hydrostatischen Druck der Fliissigkeitssaule
gleich dem #usseren Luftdruck ist. Da die Ausflusséffnung eng ist, hilt
die Pipette die Fliissigkeit, solange das obere Ende verschlossen ist.

Winkelheber: Der Winkelheber dient zum Uberleiten von Fliissigkei-
ten iiber ein Hindernis. Dabei muss die Einlauf6ffnung immer hoéher als
die Auslaufoffnung liegen.

Ah,
Ah, )
Es gilt: Ah1 >  Abhy |- prig
prighhy > prigAhs
P > P2 |- (=1)
-1 < —p2 | +pL

pL—p1 < pL—pP2
Auf der linken Seite ist der Druck von aussen nach innen kleiner als auf der rechten Seite. Deshalb wird
die Fliissigkeit von rechts nach links stromen. Die {iberwindbare Hohe héngt allerdings von der Dichte der
Fliissigkeit ab.
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Kapitel 9 Statik der Fluide: Auftrieb, Kohasion, Adhasion

9.1 Der Auftrieb in Fliissigkeiten

Experiment: FEin Korper hingt an einer Ferderwage, welche sein Gewicht in Luft anzeigt. Taucht man
nun den Ko6per in eine Fliissigkeit ein, wird der Ausschlag an der Federwaage zuriick gehen. Das Gewicht,
also die Gravitationskraft, die von der Anziehung der Massen herriihrt ist natiirlich unveréindert geblieben.
Die Reduktion der Anzeige kann nur durch das Auftreten einer neuen Kraft erkliart werden, die offenbar
durch die Fliissigkeit hervorgerufen wird. Wir nennen sie Auftriebskraft.

Wird ein Korper in eine Fliissigkeit eingetaucht, wirkt in ver-
schiedener Tiefe ein unterschiedlicher hydrostatischer Druck.
Die entsprechenden Druckkrifte sind jeweils anders. Deshalb .
wird die resultierende Druckkraft von unten nach oben grosser |
sein als die resultierende Druckkraft von oben nach unten. Es }
gilt:

F2 = pgA = pghQA l
Fy =p1A=pghi A ,

Fauftrieo = Fo—F1 = pgho A— pgh1 A = pgA(he — h1) = pgAAh =
pgV = mpg = Gewicht der verdriangten Fliissigkeit

9.2 Steigen - Schweben - Sinken

Wird ein Festkorper in einer Fliissigkeit ganz untergetaucht, gibt
es drei Moglichkeiten. Er kann aufsteigen, er kann aber auch schwe-
ben oder sinken. Was er macht, hidngt von den Dichtewerten von
Festkorper und Fliissigkeit ab. N FA

Fy > Fg Fy = Fg Fy < Fg @Z/(

prigV > prxgV  prigV = prgV  prigV < prgV

PFL > PK PFlL = PK PFlL < PK _

Steigen Schweben Sinken e

9.3 Schwimmen

Ein Korper, dessen durchschnittliche Dichte grosser als die Dichte
der Fliissigkeit ist, wird schwimmen. er taucht dann nur so tief in

die Fliissigkeit ein, bis ein Gleichgewicht zwischen Gewichtskraft =
. . f g
und Auftriebskraft hergestellt ist. A
Fog = Fy J i
,?/KVQ = priVig e ,
v | 2z
! = 5
' vV bCr
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9.4 Adhéision und Kohéision

Experiment: Zwei Glasplatten liegen aufeinander. Es ist nicht leicht, sie durch Ziehen senkrecht zur
Glasfliche zu trennen. Die Adhé#sionskrifte zwischen den Glasmolekiilen stehen dem entgegen.

Experiment: Aus einem Wasserhahn kann man Wasser tropfenweise ausfliessen lassen. Wenn der Tropfen
eine bestimmte Grosse hat, reisst er ab. Die Tropfengrésse wird durch die Oberflichenspannung des Wassers
bestimmt. Diese Oberflichenspannung ist eine Wirkung der Molekularkrifte zwischen den Wassermolekiilen
(Kohisionskriifte)

Experiment: Auf einer Wasseroberfliche kann man leichte Aluminiummiinzen zum Schwimmen bringen.
Sie werden durch die Oberflichenspannung getragen. Von der Oberflichenspannung profitieren auch Klein-
lebewesen wie Wasserlidufer. Wird ein gewohnliches Spiilmittel in das Wasser gegeben, wird die Oberfls-
chenspannung vermindert und die Miinzen versinken. Die Oberflichenspannung reduzierende Wirkung eines
Spiilmittels wird beim Reinigen geschétzt. Nicht gut ist es aber wenn solche Mittel (es sind Tenside) in die
Umwelt gelangen, da sie negative Wirkung z.B. auf Kleinlebewesen haben.

Experiment: Ein Wassertropfen und ein Quecksilbertropfen
werden auf eine Glasplatte gelegt. Der Wassertropfen benetzt die

Glassplatte. Das sieht man darin, dass das Wasser auf der Glasp- | P ———— % |
latte zerrinnt. Quecksilber benetzt die Glasplatte nicht, er bleibt
als Tropfen erhalten und l&sst sich tiber die Glasplatte rollen. Wasser Quecksilber

Experiment: In verbundene Gefiisse von unterschiedlichem
Querschnitt wird Wasser bzw. Quecksilber eingefiillt. Je klei-
ner der Querschnitt der Rohrchen ist, um so hoher steht 3 ik
der Wasserspiegel und umso tiefer steht der Quecksilberspie- k&rﬁ/{&ﬂn’m-f A
gel. Beim Wasser iiberwiegen die Adhésionskrifte zwischen de
Wasser- und den Glasmolekiilen die Kohésionskrifte zwischen

den Wassermolekiilen. Beim Quecksilber ist es gerade umge-
kehrt.

Adhésionskrifte treten zwischen verschiedenen Materialen auf,
wéhrend Kohésionskréfte zwischen den Molekiilen desselben Stof-
fes wirken. Von der Natur her sind es elektromagnetische Kréfte
zwischen den Molekiilen. Kohé#sionskréfte sind fiir das Zusammen-
halten eines Korpers verantwortlich. Bei Fliissigkeiten wird dies
z.B. in der Oberflichenspannung sichtbar. Adhé#sionskrifte sind auch die Ursache fiir die Reibung. Sie sind
aber auch fiir die Kapillarwirkung z.B. von Wasser in einem diinnen Glasrohr verantwortlich. Das Zusammen-
spiel von Adhé#sions- und Kohésionskréften fiihrt zu den unterschiedlichen Erscheinungen bei Wasser und
Quecksilber in einem Glasgefiiss. Wasser wird am Glasrand hochgezogen wihrend sich Quecksilber durch
die tiberwiegenden Kohésionskrifte zusammenzieht und damit am Glas tiefer steht. Das Zusammenspiel
von Adhésions- und Kohésionskréften ist auch wirksam bei der Frage, ob eine Fliissigkeit einen Festkorper
benetzt.

W Wi




9.5
1)

2)

10)

11)

12)

13)

45

Aufgaben

In einem Quecksilberbarometer misst man eine Sdulenhéhe von 730 mm (730 Torr). Wieviel mbar sind
das? Welcher Wassersédule kann diese Queck- silberséule das Gleichgewicht halten?

Eine mit Luft gefiillte Flasche mit 1000 cm?® Inhalt wird mit der Oeffnung nach unten in einem See
versenkt. Auf welchen Bruchteil wird die Luft in 30m Tiefe zusammengedriickt? In welcher Tiefe wiirde
diese Flasche schweben, wenn das Glas (Dichte 2500 kg/m?) 5 N wiegt? Die Dichte der Luft an der
Oberfliche sei 1.250 kg/m3.

Bei einem Unfall fahrt ein Auto in einen See. Warum kann man unter Wasser die Tiiren nicht 6ffnen,
auch wenn sie nicht beschidigt sind? Wie gross ist die Druckkraft auf eine Tiir von 0,5 m? Fliche in 3
m Tiefe?

Bei einem Wettersturz fillt das Barometer von 1000 mbar auf 970 mbar. Wieviel Liter Luft von 970
mbar verlassen dabei ein Zimmer von 100 m® Rauminhalt, wenn die Temperatur konstant bleibt?

Die Hiille eines Kinderballons wiegt 3,0 ¢N und fasst 5,0 Liter Gas. Wie gross ist sein Auftrieb in
Luft von der Dichte 1.27 kg/m>®? Wie gross sind Gesamtgewicht und Tragkraft bei einer Fiillung mit
Leuchtgas (0,6 kg/m?), Wasserstoff (0,09 kg/m?), Helium (0,18 kg/m?3)? Warum ist die Tragkraft bei
dem gegeniiber Wasserstoff doppelt so schweren Helium nicht auf die Hélfte gesunken?

Unter Wasser wird ein Felsblock (2500 kg/m?) mit der Kraft von 100N gehoben. Welches Gewicht hat
der Felsblock iiber Wasser?

Wieviel Prozent eines Eisberges (900 kg/m?) ragen iiber die Oberfliiche? (Dichte von Salzwasser 1000
kg/m?3).

In einem randvoll gefiillten Becherglas schwimmt ein Eisbrocken (900 kg/m?). Liuft das Wasser iiber,
wenn das Eis schmilzt?

In einem abgeschlossenen Hafenbecken schwimmt ein Schiff. Bleibt der Wasserspiegel im Hafen gleich
oder steigt oder sinkt er, wenn das Schiff sinken wiirde?

Ein Baumstamm (V = 0,5 m?®, Dichte 600 kg/m?) schwimmt auf Wasser (1000 kg/m?). Wieviele
Schiffbriichige kénnten sich an ihm theoretisch halten, wenn sich jeder einzelne auf den Stamm mit 100
N stiitzen wiirde?

Die mittlere Dichte des Menschen liegt zwischen 960 und 1000 kg/m?3. Warum #ndert sie sich beim
Atmen? Warum miissen wir auch in Salzwasser zusétzliche "Schwimm”bewegungen machen, um mit
dem Kopf iiber der Oberfliche zu bleiben?

In einem abgeschlossenen Hafenbecken schwimmt ein Schiff. Aus dem Schiff wird jetzt ein Korper in
das Hafenbecken geworfen. Der Korper versinkt. Bleibt der Wasserspiegel im Hafen gleich oder steigt
oder sinkt er?

Wie Nr. 12). Was passiert mit dem Wasserspiegel, wenn der ins Wasser geworfene Korper schwimmt?
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Lésungen
1) Der Quecksiberdruck ist pggy = prggh = 13550 - 9.81 - 730 - 1073 Pa = 97°000 Pa = 97 kPa
Die Wasserséule miisste die Hohe h = 222 — 97000 _ _ 9 89 1 haben.

pW-g 1000-9.81

2) a) Oben ist der Druck py = pr, und das Volumen Vj. Unten ist der Druck p; = pr, + pw und das
Volumen V;. Somit gilt:

poVo = p1V1 .
_pVo _ _ptVo  _ 10°-Vo — 1
Vi= p1 prL+pwgh _ 1054+1000-10-30 0.25Vy = 4V0

b) Die Flasche schwebt, wenn der Aufrtieb gleich dem Gesamtgewicht ist. Auftrieb erzeugt das Glas
und die eingefiillte Luft. Das Gesamtgewicht setzt sich aus Gewicht des Glases und der eingefiillten
Luft zusammen. Gesucht ist dann die Tiefe ho.
Fg=Fgo+For=5N+prgVp=5N+1.250-10-10"2>N = 5.0125 N
Fa = pwg(Vi2+ Vi) Nun brauchen wir noch das Glasvolumen Vg. Es gilt: Fog = pagVe =5 N.
Vo =199 = ion = 2.0- 107 m?

Fiir das Luftvolumen in der Tiefe hy gilt: poVo = (po + pwgh2)Via

Auf V5 gelost ergibt sich: Viy = z#v‘;oglw
Fa = pw(Via + V) = 1000 55 - 10 5 (5522 42,010~ m?)

Nun ist Fg = Fa

5.0125 N = 1000 5 - 10 3 (o2 +2.0- 10 m?)

_ kg 1om 10° Pa-10~% m? 10—4m3
5.0125N = 1000 .5 - 10 3 <1O5Pa+1000$.103h2 +2.0-10 m)

Diese Gleichung wird auf hso gelést und man erhélt: hy = 23.2m

3) Die Druckkraft ist F =p- A = pywgh- A =1000 % +10% -3m - 0.5m* = 15000 N
Diese Kraft ist gleich gross wie das Gewicht einer Masse von 1500 kg auf der Erde.

4) Wir denken uns den Raum dehnbar. Dann wird das Volumen grésser, wenn der Luftdruck fillt. Die
Differenz bei 970 hPa ist das Luftvolumen, das entweicht.

Vo AV

Nach Boyle-Mariotte gilt: poVo = p1 Vi

_ poVo _ 1000hPa-100m? __ 3
i=51= 970 hPa =103.1m

AV =V, —Vp =103.1m3 — 100m? = 3.09 m?
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Der Auftrieb kann als Gewicht der verdrdngten Luftmenge berechnet werden. Die Tragkraft ist die
Differenz zwischen Auftrieb und Gewicht. Eine Tragkraft ist natiirlich nur vorhanden, wenn der Auftrieb
grosser als das Gewicht ist.

Der Auftrieb hier ist nicht von der Gasfiillung abhéingig, das das Ballonvolumen immer 5.0 ¢ ist. Es
gilt: Fa = prupgV =1.2728 103 -5.0- 1073 m? = 0.0635 N

Leuchtgas:
Fg = Fggas + Fohuelle = pgaSgV + Fohuelie = 0.6 % -10 s% -5-1073m? +3.0-1002N =0.06 N
Firag = Fga — Fg = 0.0635N — 0.06 N = 0.0035 N

Wasserstoff:
Fo = Fggas + Fahuelie = PgasgV + Fahuette = 0.09 % 105 -5+ 1073 m3 +3.0-1072N = 0.0345 N
Firag = Fa — Fg = 0.0635N — 0.0345N = 0.029N

Helium:
Fo = Fggas + Fonuelle = pgasgV + Fonuelle = 0.18 % -10 s% -5-1073m3 +3.0-1072N =0.039N
Ftrag =Fy—Fs=0.0635N —0.039N = 0.0245 N

Beim Gewicht des Ballons ist vor allem die Hiille mit 0.03 N stark beteiligt, das Gas hat einen kleineren
Stellenwert. Somit verdndert sich die Tragkraft nicht im gleichen Verhéltnis wie die Gasdichte.

Unter Wasser wirkt der Auftrieb dem Gewicht entgegen. Deshalb ist die Kraft zum Heben kleiner als

in Luft, wo der Auftrieb durch die Luft vernachldssigbar ist.

FG = pSteingV

FA = pWassergV

Laut Angabe ist Fg = F4 + 100N

pSteinQV = pWassergV + 100N
_ 100N

100N 3
= = . m
9(pstein—pwasser) ~ 10 £ (2500 £§ —1000 £5) 0.00667

Fg = psieingV = 2500 X& .10 2 . 0.00667m® = 167N

Beim schwimmenden Eisberg herrscht Gleichgewicht zwischen dem Gewicht und dem Auftrieb. Der
Auftrieb wird aber nur durch das eingetauchte Volumen (V') bewirkt. somit gilt:
Fo=Fa

g- PEst =g- pWasseTV/
v’ pEis  — 900 _ (g

\4 PWasser 1000
Das eingetauchte Volumen betrigt 90% des Gesamtvolumens, der herausragende Teil 10%.

Der Eisbrocken hat ein Gewicht von Fg = ¢gppisVeis. wird das Eis geschmolzen, dndert sich das
Volumen, nicht aber das Gewicht. somit gilt: Fo = gppisVEis = 9pWasser Vivasser- Das eigetauchte
Volumen V' ist 90% von Vg, also V' = 0.9Vg;,. In die Gleichung fiir das Gewicht eingesetzt erhilt
man: )

9PEisVEis = 9PWasser Vivasser 900 - (‘)/_9 = 1000V asser

V' = VWasseT

Dieses Ergebnis bedeutet, dass das Volumen des aus dem Schmelzen entstandenen Wassers gleich ist,
wie das Volumen des eingetauchten Teils des Eisblocks. Somit #ndert sich der Wasserspiegel nicht.

Wenn das Schiff schwimmt, verdréngt es so viel Wasser, wie sein Volumen unter Wasser ausmacht. Dazu
zéhlen auch die Volumsteile, welche eine kleinere Dichte als Wasser haben. Sinkt das Schiff, werden
z.B. die offenen Luftrdume, die vorher unter der Wasserlinie waren, mit Wasser gefiillt. Das verdrédngte
Volumen umfasst nur mehr einen Wert, der sich aus dem Gewicht des Schiffes ergibt. Dieses ist kleiner
als zuvor und der Wasserspiegel im Hafenbecken sinkt.
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10) Die Tragkraft ist gleich der Differenz zwischen Auftrieb F4 im voll eingetauchten Zustand und Gewicht
Fg des Baumstammes. Es gilt: Fiy = gpwasserV und Fo = gpror. V.
Die Differenz ist: Frrog = Fa — Fg = gpwasserV — 9pHo1zV = gV (pwasser — pHolz) =
=105-0.5 m? - (1000 — 600) % = 2000N

. R S s ot. 2000N _
Die Anzahl Schiffbriichiger mit je 100 N Belastung betrégt: J555 = 20.

11) Beim Atmen wird Luft in die Lunge eingesogen und das Kérpervolumen wird dabei etwas grisser. Das
Gewicht der eingesogenen Luft ist praktisch vernachléssigbar. Die Dichte p = % wird kleiner, weil V'
etwas grosser geworden ist.

Im Salzwasser miissen wir zusétzliche Schwimmbewegungen machen, damit der Kopf iiber Wasser
bleibt, weil die Dichte des Kopfbereiches grosser als die Dichte von Wasser ist.

12) Wenn der Korper noch im Schiff liegt, verdriingt er so viel Wasser, wie seinem Gewicht angemessen ist.
Ist er aber einmal iiber Bord und versinkt er, wird er nur mehr seinem Volumen entsprechend Wasser
verdréngen. Das ist aber nun weniger als vorher. Der Wasserspiegel im Hafenbecken sinkt.

13) Schwimmt der Korper, nachdem er iiber Bord gegangen ist, verdringt er nur so viel Wasser, wie das
eingetauchte Volumen ausmacht. Die Wasserverdréangung ist somit gleich wie vorher, als der Kérper
im Schiff gelegen ist.. Der Wasserspiegel bleibt im Hafenbecken gleich.
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Kapitel 10 Ungeddampfte Schwingung

Lernziele

e Harmonische Schwingungen und geddmpfte Sinusschwingungen erkennen und mathematisch beschrei-
ben kénnen.

e Die grundlegenden Begriffe aus der Schwingungslehre kennen (Frequenz, Periodenlinge, Amplitude,
Elongation. Periodizitét)

e Das Zustandekommen von Schwebungen erklidren und die Schwebungsfrequenz berechnen kénnen.

10.1 Beispiele und Definition

Im Alltag kann man viele schwingende Systeme beobachten. Das Pendel in einer Pendeluhr oder die Unruhe
bzw. Der Schwingquarz in einer Armbanduhr sind Beispiele. Im Bauwesen beobachtet man mechanische
Schwingungen von Bauteilen wie Balken oder Platten. Ebenso zihlen akustische Schwingungen mit hérbaren
Tonen dazu. In physikalischen Versuchen werden wir speziell die Schwingung von Federpendeln und von
Fadenpendeln studieren. Dabei fragen wir, wie eine Schwingung zu definieren ist.

10.1.1 Physikalische Beobachtungen

Um physikalische Erkenntnisse zu gewinnen, ist es nétig, Vorgénge in der Natur zu beobachten. Oftmals laufen
Naturvorgidnge unkontrolliert ab, sodass Beobachtungen schwierig sind. Deshalb werden gezielt Experimente
eingerichtet, bei denen die Rahmenbedingungen festgelegt und auch immer wieder veréndert werden kénnen.
Experimente kénnen meist auch beliebig oft wiederholt werden. Fiir das Beobachten und das Aufzeichnen
der Ergebnisse werden hier ein paar Tipps gegeben.

Anlage
e Habe ich die Anlage skizziert? Ansichtsskizze / Ubersichtsskizze / Prinzipskizze

e Habe ich eine Skizze der elektrischen Schaltung?
e Habe ich eine Stiickliste der verwendeten Gerite?

e Welche Messbereich haben die Messgeréte?

Ablauf
e Habe ich den zeitlichen Ablauf protokolliert?

e Habe ich die Messwerte in einer Tabelle erfasst?
e Habe ich mehrere Versuche durchgefiihrt?
e Habe ich verschiedene Anfangsbedingungen realisiert?

e Sind beim Ablauf besondere oder merkwiirdige Erscheinungen aufgetreten?

Auswertung

e Habe ich die Beziehung zwischen Messwerten graphisch dargestellt?
e Habe ich ein mathematisches Modell fiir den Vorgang oder die Beziehung zwischen Messgrossen?

e Wie gross ist die Genauigkeit der Messungen?

Habe ich mir ein Urteil iiber mogliche Beobachtungs- oder Messfehler gebldet?

Habe ich die Resultate kritisch hinterfragt?
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10.1.2 Federpendel

Experiment: An einer Schraubenfeder hingt ein Gewichtstiick mit der Masse m. Die Feder wird nach
unten ausgelenkt und dann losgelassen. Das Gewichtstiick schwingt auf und ab. Uber eine Vorrichtung
wird die Bewegung des Federpendels mit dem Computer aufgezeichnet. Konkret erhélt man Kurven fiir die
Position des Gewichtsstiicks s, seine Momentangeschwindigkeit v und seine momentane Beschleunigung a.
Der Plot zeigt, dass es sich bei den Graphen um Sinuskurven handelt.

Wir halten fest: Das Federpendel fiihrt eine sinusférmige Schwingung aus. Eine sinusférmige Schwingung
wird als harmonisch bezeichnet.

10.1.3 Fadenpendel

Experiment: An einem Faden hingt eine kleine Metallkugel. Wird die Kugel aus der Ruhelage ausgelenkt
und losgelassen, bewegt sie sich in die Ruhelage zuriick und schwingt dariiber hinaus etwa gleich weit aus,
wie sie zu Beginn auf der anderen Seite gestartet ist. Die Kugel (sie reprisentiert einen Massenpunkt) fiihrt
eine Schwingung aus. Ob sie auch harmonisch ist, muss noch untersucht werden.

Die permanente Aufzeichnung der Position ist hier nicht so einfach wie beim Federpendel. aber wir kénne
die Zeit fiir eine Hin- und Herbewegung, die Periodenlinge oder Schwingungsdauer mit der Stopuhr messen.

Experiment: An einem Balken sind mehrere Fadenpendel aufgehéngt. Die beiden langen Pendel haben
Kugeln aus verschiedenem Material (Metall und Holz) angehiingt. Werden die beiden gleich langen Pendel
ausgelenkt, kann man beobachten, dass sie mit gleicher Periodenlinge schwingen. Die Schwingungsdauer
eines Fadenpendels ist also unabhéingig von der Masse des Pendels.

Experiment: An einem Balken sind mehrere Pendel unterschiedlicher Lénge aufgehéngt. Die Fadenléngen
verhalten sich 1 : 2 : 8. Man kann beobachten, dass das ganz lange Pendel eine Schwingungsdauer Dauer hat,
welche doppelt so gross wie die Schwingungsdauer des mittleren Pendels ist. Wird also die Fadenlidnge ver-
vierfacht, verdoppelt sich die Schwingungsdauer. Generell kénnte man vermuten, dass die Schwingungsdauer
indirekt proportional zum Quadrat der Fadenlédnge ist.

Definition FEine mechanische Schwingung ist die periodische Hin- und Herbewegung eines Massenpunktes.

Periodisch bedeutet, dass dieselbe Bewegung immer wieder in der gleichen Art auftritt. In einem Auslenkungs-
Zeit-Diagramm erkennt man dies durch die Wiederholung derselben Kurventeile

10.1.4 Begriffe

Elongation Die Elongation ist die Auslenkung eines Pendels aus der Ruhelage. Sie ist eine Weggerosse
und wird in m (Meter) gemessen.

Amplitude Die Amplitude einer Schwingung ist die maximale Auslenkung aus der Ruhelage.

Periodenléinge Unter der Periodenldnge oder Schwingungsdauer T versteht man die Zeit fiir eine Hin-
und Herbewegung. Die Masseinheit von T ist die Sekunde (s).

Frequenz Die Frequenz f einer Schwingung gibt die Anzahl von Hin- und Herbewegungen in einer Sekunde
an. Thre Masseinheit ist [f] =s~! = Hz (Hertz)

Winkelgeschwindigkeit Da die Schwingung mit einer Kreisbewegung verglichen wird, beniitzt man die
Winkelgeschwindigkeit w auch zur Beschreibung der Schwingungsbewegung. Die Masseinheit von w ist s=1.
Zwischen Frequenz f, Winkelgeschwindigkeit w und Periodenlénge T' bestehen folgende Beziehungen:

1 2
f:fundw:27rf:%
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10.2 Ungedampfte Schwingungen
10.2.1 Kreisbewegung und harmonische Schwingung

Experiment: Ein Korper rotiert auf einem Kreis. er wird von einer Lampe beleuchtet, sein Schatten fallt
auf die Wandtafel. Dort kann man eine Hin- und Herbewegung des Schattens beobachten. Wenn man z.B. mit
der Kreide dem Schattenbild folgt und dabei die Wandtafel nach oben unten verschiebt, wird die Bewegung
des Schattens zeitlich aufgelost und es entsteht eine Orts-Zeit-Kurve. Bei genauer Erfassung dieser Kurve
wird man eine Sinuskurve beobachten kénnen.

y A yA
‘{;
m

) /
P! -

FYYYY

Die Abbildung zeigt die Projektion einer Kreisbewegung auf die y-Achse. Die y-Ausschlidge verhalten sich
nach einer Sinusfunktion. Eine solche Sinusschwingung heisst harmonisch.

10.2.2 Schwingungsgleichung

Das Beispiel mit der Projektion der Kreisbewegung auf eine Achse ergibt eine Sinuskurve. Man kann Sie
folgendermassen darstellen. Der Radius des Kreises ergibt die maximale Auslenkung, also die Amplitude g.
Die Winkelgeschwindigkeit w ist ja definiert als % Daraus kann man den in der Zeit ¢ iiberstrichenen Winkel
zu wt berechnen. Fiir die Beschreibung der Auslenkung, also des y-Wertes, der Elongation der Schwingung
erhélt man:

y = § sin (wt + )

Da die Cosinuskurve gleich einer im % nach links verschobenen Sinuskurve ist, beschreiben auch Cosinus-

2
kurven harmonische Schwingungen.
10.2.3 Mathematisierung der Pendelschwingungen
Federpendel

Wir betrachten fiir die mathematische Auswertung ein horizontales, reibungsfrei gelagertes Federpendel.

Die Federkonstante der beiden Federn ist mit D gegeben. Die Abbildung zeigt das Pendel in der ausgelenkten
Position mit der Federlingenédnderung Az = z — 0 = z. Die Federkraft ist die einzig wirkende Kraft an der
Masse m.

Somit kann man fiir die resultierende Kraft an der Masse m ansetzen: F,.s = m-a = —Dzx.

Die Momentanbeschleunigung ist die zeitliche Anderung der Geschwindigkeit. Sie ist somit die 1. Ableitung
der Geschindigkeit nach der Zeit. Es gilt: a = ©. Und da die Momentangeschwindigkeit v gleich der zeitlichen
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Anderung der Position z ist, ist also v gleich der 1. Ableitung der Positionsfunktion nach der Zeit. Es gilt:
v = . Somit ist die Momentanbeschleunigung gleich der 2. Ableitung der Positionsfunktion nach der Zeit:
a=0v=2.

Aus dem oben aufgschriebenen Ansatz fiir die resultierende Kraft wird die folgende Differentialgleichung:
m-&=—Dzx

oder umgeformt:

D
m-+Dx=0 bzw. r+—=0
m

Fiir diese Differentalgleichung vermuten wir die Lésung x(t) = A - sin (wt 4 ¢). Diese Funktion und ihre 2.
Ableitung in die Differentialgleichung eingesetzt miisste demnach eine wahre Aussage ergeben.

x=A-sin(wt + @)
& =wA-cos(wt+ @)
F = —w?A - sin (Wt + )

m- (—w?A-sin (wt +¢)) + D - A-sin(wt + ) =0

Nach dem Dividieren durch A kann man feststellen, dass die Differentialgleichung fiir alle ¢ erfiillt ist, wenn
mw? = D ist. Also kann man fiir die Kreisfrequenz schliessen, dass sie folgendermassen berechnet werden
kann:

D
w=1/=
m

1 /D /m
f—% E und T =2m 5

Die Losung der Differentialgleichung hat eine Sinuskurve ergeben. Somit haben wir eine Sinusschwingung,
also eine harmonische Schwingung erhalten. Beim Ansatz der Differentialgleichung kann man sehen, dass die
resultierende Kraft mZ zu jedem Zeitpunkt direkt proportional zur Auslenkung x ist. Es gilt ja: m-Z = —Dx.
Die tatsache, dass die riicktreibende Kraft proportional zur Auslenkung ist, kann man als Erkennungsmerk-
mal fiir eine harmonische Schwingung verwenden.

Mit w=27f = 2% gilt ferner:

Fadenpendel

Das Fadenpendel mit einer punktformigen Masse m an einem Faden der Lange [
heisst auch mathematisches Pendel. Wird das Fadenpendel aus seiner Ruhelage i
ausgelenkt, so ist die Gewichtskraft fiir die Zuriickfithrung des Pendels in die
Ruhelage verantwortlich.

|2mm)]

Die Gewichtskraft Fiz kann in eine Komponente parallel zum Faden Fgp und
eine Komponente Fg; senkrecht zum Faden und somit tangential zum Kreis-
bogen zerlegt werden. Der Faden kompensiert die Komponente Fgp durch die
Fadenkraft Fr. Als resultierende Kraft verbleibt also Fg, welche fiir die Be-
schleunigung der Masse verantwortlich ist. Damit erhélt man wiederum eine
Differentialgleichung. Die Auslenkung wird entlang des Kreisbogens gemessen,
der hier mit s bezeichnet wird.

ms =—Fg = —Fg -sinp = —mgsinp

Der Winkel ¢, der im Bogenmass gemessen wird, kann mit der Fadenlénge [
ausgedriickt werden. Er misst ja die Linge des Bogens im Einheitskreis und
ergibt ¢ = 7. Umgeformt erhélt man:

. . S
ms = mgsin <Z)

Diese Gleichung zeigt uns aber, dass hier keine direkte Proportionalitit zwischen der resultierenden Kraft
und der Auslenkung s besteht. Vielmehr kommt das s als Teil des Arguments der Sinusfunktion vor. Das
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bedeutet, dass das Fadenpendel keine harmonische Schwingung ausfiihrt.

Fiir kleine Auslenkwinkel ¢ (in der Regel bis etwa 6° — 8° kann man den sin ¢ durch ¢ = 7 ersetzen. dann

erhalt man:
.. S
ms = mgj

In dieser Gleichung erscheint nun die resultierende Kraft proportional zur Auslenkung s, sodass wir also fiir
kleine Winkel ein angenédhert harmonische Schwingung erhalten. Durch eine kleine Umformung ergibt sich
nun:

§+%s=o

Im Vergleich mit der entsprechenden Gleichung beim Federpendel kann man fiir das w* anstelle % nun ¥
einsetzen. Das fiithrt zu folgenden Beziehungen fiir die Frequenz f und die Schwingungsdauer T":

1 l
f=—— g und T=2my[—
2\ 1 g

Die Masse kommt hier nicht mehr vor, was bedeutet, dass die Schwingungsdauer des Fadenpendels (bei
kleinem Winkel) nicht von der Masse m abhéngt.

2

10.3 Impuls und Energie beim Federpendel

Um die Schwingung in Gang zu bringen, wird die Schwingmasse
aus der Ruhelage verschoben. Dabei wird eine Feder auseinander-
gezogen, die andere zusammengedriickt. Somit beobachten wir auf
der einen Seite eine Zugbelastung und auf der anderen Seite ei-
ne Druckbelastung. Diese Erscheinungen sind ein sicheres Zeichen
fiir Impulsstrom. Nach der Impulsstromregel fliesst bei Druckbela-
stung der Impulsstrom in positive Richtung, bei Zugbelastung in X
negative Richtung. Es fliesst also permanent Impulsstrom von der
Schwingungsmasse weg. Solange die Masse durch einen Mechanismus festgehalten wird, wird der Impulsab-
fluss durch die Halterung mit Impulszufluss ausgeglichen. Wird die Masse aber freigegeben, gibt es keinen
zufliessenden Impuls mehr. Das bedeutet, dass die Geschwindigkeit, die anfangs Null war, nun negativ wird,
die Schwingungsmasse wird in negative Koordinatenrichtung beschleunigt und bewegt sich nach links. Die
Federn werden dabei entspannt. Wenn dann die Federn ganz entspannt sind, fliesst kein Impulsstrom mehr.

Mit dem Impulsstrom fliesst auch Energiestrom. Es gilt: Iy = v - I,. Mit zunehmender Geschwindigkeit wird
der Energiestrom grosser, jedoch sinkt gleichzeitig der Impulsstrom. Ubrigens ist zu beachten, dass bei ne-
gativer Geschwindigkeit der Energiestrom in entgegengesetzte Richtung zum Impulsstrom fliesst. Hier fliesst
am Anfang der Impulsstrom aus der Schwingungsmasse heraus. Somit fliesst Energiestrom in die Schwin-
gungsmasse hinein. Das zeigt sich ja auch in der zunehmenden kinetischen Energie der Masse. Die Energie,
die den Energiestrom speist, stammt aus der in den gespannten Federn gespeicherten Energie.

Wenn die Schwingungsmasse die Nulllage erreicht hat, wird der Energiestrom zu Null, die Federn sind jetzt
entspannt und der Betrag der Geschwindigkeit der Pendelbewegung wird kleiner, denn die Pendelmasse wird
nun ihren negativen Impuls wieder auffiillen, d.h. gegen Null hin verdndern wollen. Das geschieht durch von
den Federn zufliessenden Impulsstrom. Dabei wird jetzt die linke Feder zusammengedriickt und die rechte
Feder gespannt. Die Druck- bzw. Zugverformung sind ein untriigliches Zeichen fiir den Impulsstrom, der von
den Federn in die Schwingungsmasse fliesst. Da die Geschwindigkeit noch immer negativ ist, wird der mit
dem Impulsstrom verbundene Energiestrom aus der Schwingungsmasse in die Federn fliessen, wodurch eine
Umlagerung der kinetischen Energie der Schwingungsmasse auf die Spannungsenergie der Federn resultiert.
Insgesamt kann man also sagen, dass die Energie von den gespannten Federn zur bewegten Masse und wieder
zuriick pendelt.
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10.4 Aufgaben

1) Als Sekundenpendel bezeichnet man ein Fadenpendel, welches fiir einmal Hin bzw. einmal Her genau
eine Sekunde braucht. Welche Lange muss der Faden auf der Erde haben?

2) Wie muss man die Masse eines ungeddmpften Federpendels verindern, damit sich die Frequenz halbiert?

Losungen

1) 0.994 m

2) mo = 4m1
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Kapitel 11 Geddampfte Schwingung, Drehschwingungen

11.1 Gedampfte Schwingungen

In der Realitét gibt es keine freien ungeddmpften mechanischen Schwingungen. Immer tritt irgend eine Form
von Reibung oder ein anderer Widerstand auf. Die Reibung zwischen Festorpern ist nur von der Normalkraft
und vom Material abhéngig. Bei einer Dampfung der Schingung durch eine Fliissigkeitsbremse ist die Wi-
derstandskraft proportional zur Momentangeschwindgkeit. Der Luftwiderstand hingegen veréndert sich mit
dem Quadrat der Momentangeschwindigkeit. In technischen Systemen tritt sehr oft die geschwindigkeitspro-
portionale Dampfung auf, sodass her nur diese behandelt wird.

Die Bremskraft in einer Fliissigkeit bei laminarer Stromung ist proportional zur Momentangeschwindigkeit.
Die Richtung der Kraft ist entgegengesetzt zur Geschwindigkeitsrichtung. Somit kann man ansetzen: Fr =

—p-v=—-0z

Fiir die resultierende Kraft gilt dann:

Fres = mi=—Dzx — S

und umgeformt:
D
T+ ﬁm +—x=0
m m
Wir bezeichnen % mit w3 und den neuen Ausdruck % mit 20. Somit wird die Differentialgleichung zu:

i+ 200 +wjz =0

Als Losung fiir diese Differentialgleichung kann man eine Sinusschwingung vermuten, deren Amplitude ab-
f&llt, z.B. mit einer fallenden Exponentialfunktion. (Exponentialfunktionen spielen in der Beschreibung von
natiirlichen Prozessen eine grosse Rolle. Deshalb kann man den Ansatz einmal so versuchen.

Ansatz: z = A - e % sin (wt + ¢)

Die Ableitungen sind dann:

= —8Ae % sin (wt + @) + wAe % cos (wt + ) = Ae™% [~ sin (wt + ) + w cos (wt + )]

i=—6Ae % [—§sin (wt + ¢) + wcos (wt + ¢)] + Ae % [—w cos (wt + ¢) — w? sin (wt + ¢)] =
= Ae™% [(82 — w? ) sin (wt + @) — 26w cos (wt + ¢)]

Einsetzen in die Differentialgleichung fiihrt zu:

Ae 0t [(6% — w? ) sin (wt + ) — 20w cos (wt + ¢)] + 26 Ae0 [~ sin (wt + @) + w cos (wt + )] +
+wi - A-eOsin(wt +¢) =0

Man kann nun durch Ae~% dividieren und nach Sinus und Cosinus ordnen:

(62 — w? — 26% 4+ wi) sin (wt + @) + (—20w + 26w) cos (wt + ) =0
(—w? — 6%+ wd) sin (Wt +¢) +0=0

Die Gleichung ergibt eine wahre Aussage, wenn w? = w? — 62 ist.
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wp ist die Kreisfrequenz des ungeddmpften Pendels, § ist ein Mass fiir die Dampfung und w ist dann die
Kreisfrequenz der geddmpften Pendelschwingung. Es gilt:

w= JEE

Je grosser die Dampfung ist, umso mehr weicht die Frequenz der geddmpften Schwingung von der Frequenz
der ungedédmpften ab. Sie wird bei der geddampften Schwingung immer kleiner als bei der ungeddmpften sein.

Was aber geschieht, wenn die Dampfung sehr stark wird. Irgendwann wird das ausgelenkte Pendel keine
Schwingung mehr machen sondern von der Auslenkposition zuriick in die Nullposition gehen, ohne diese
zu {iberschreiten. Die Losung der Differentialgleichung wird dann keine Sinusfunktion sein. Es ergeben sich
dann Lésungen mit Exponentialfunktionen vom Typ y = A-e**. Somit kann man drei Fille beim Verhalten
eines gedampften Pendels unterscheiden. Der oben ausfiihrliche dargestellte Schwingfall liefert als Losung
eine Sinuskurve. Bei starker Déampfung (§ > wg) spricht man vom Kriechfall. Und der Ubergang zwischen
diesen beiden Fillen, wenn also § = wy ist, heist aperiodischer Grenzfall.

In der Bautechnik sind alle drei Félle von Bedeutung. So konnen Bauteile durch externe Anregung ins
Schwingen geraten (Erdbeben, Verkehr). Da jede Konstruktion eine gewisse Elastizitéit hat, ist das Studiium
des Schwingverhaltens ein wichtiges Aufgabenfeld fiir den Bauingenieur. Durch konstruktive Vorkehrungen
kann man das Schwingverhalten von Bauteilen und Bauwerken positiv beeinflussen.

In praxisnahen Modellen werden meist schwingungsfdhige Systeme durch eine geeignete Kombination von
Federpendel dargestellt und Simulationen durch Losen der zugehorigen Differentaialgleichungssysteme ge-
rechnet. Deshalb ist fiir die Diskussion von Schwingungsvorgingen in der Baupraxis die Schwingung des
Federpendels ein zentrales Element.

11.2 Drehpendel

Das im Labor beobachtete Drehpendel bewegt sich analog wie ein Federpendel. Statt der Masse m muss man
das Tréigheitsmoment J und statt der Ortskoordinate x den Winkel ¢ einsetzen. Die Dampfung wird elek-
tromagnetisch mit Wirbelstromen hervorgerufen. Sie ldsst sich durch Verédndern des magnetfelderzeugenden
Stromes beeinflussen. Diese Dampfung ist gemiiss Theorie proportional zur Momentangeschwindigkeit und
somit zur Winkelgeschwindigkeit des Pendels. Dann erhélt man folgende Differentialgleichung:
Jp=—=D-p—0p mit D = Direktionsmoment der Feder und § = Dampfungskonstante
Jp+Bp+D-o=0

p+2p+20=0

Es werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt: g = 24 und % = w?
G+25p+wip =0

Die Losung ist gleich wie beim Federpendel:

o(t) = Ae % sin (wt + o) mit w = \/wg — 62

Die Schwingungsfrequenz wird mit zunehmender Dampfung kleiner. Fiir § = wp gibt es keine Schwingung
mehr. Der aperiodische Grenzfall ist erreicht, das Pendel kehrt in die Ruhelage in moglichst kurzer Zeit
zuriick. Wird § weiter vergrossert, wird die Riickkehrzeit in de Ruhelage ohne Schwingung weiter zunehmen.
Dieser Fall wird als Kriechfall bezeichnet.

11.3 Drehimpuls und Drehschwingung

Analog zum Fall des Federpendel, bei dem die Frage um den Impulszu- bzw. -abfluss diskutiert wurde, fragen
wir bei der Rotation, was mit dem Drehimpuls L geschieht. Der Derehimpuls ist ja die Grundgrosse bei der
Rotation. Er ist eine mengenartige Grosse, die erhalten bleibt.

Wenn sich das Drehpendel in einer ausgelenkten Position befindet, ist die Feder gespannt. Es kann ein
Drehimpulsstrom beobachtet werden, der je nach Schwingungszustand einen Zufluss oder einen Abfluss von
Drehimpuls darstellt. An den Drehimpuls ist Energie gebunden nach der Beziehung Iy = w - I. Je nach
Richtung der Winkelgeschwindigkeit w und der Situation des Pendels fliessen Iy, und I, in dieselbe oder in
entgegengesetzte Richtung.



11.4 Das Fadenpendel und die Rotationsbewegung

Im vorherigen Kapitel haben wir einen Ansatz fiir das Fadenpendel nur mit den
Kriften gemacht. Das Fadenpendel macht aber eigentlich eine Drehbewegung.
deshalb ist es angebracht, den Ansatz iiber die Rotation zu versuchen.

Die resultierende Kraft ist Fgy. Sie erzeugt ein Drehmoment

M = —{- Fg = —{-mgsin . Dann gilt:

Jp=—C-mgsinyp

Mit der Kleinwinkelbeziehung sin ¢ ~ ¢ ergibt sich:

p=-"0  J=m?

G+ 2280 =0

¢+ip=0
Die Losung ist: ¢ = ¢ sin (\/% + 900)
Wie schon in vorherigen Kapitel gezeigt gilt auch bei diesem Ansatz: wo = /9.

Daraus kann wieder die Periodendauer 7" und die Frequenz f ermittelt werden.

11.5 Aufgaben
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1) Ein horizontales Federpendel hat eine Masse von m = 10 kg, die Federkonstante ist D = 250 N/m.

Das Pendel ist geddmpft, der Reibungsfaktor betrdgt 5 = 80 kg/s.

e Berechnen Sie die Abklingkonstante § und die Eigenkreisfrequenz des ungedédmpften sowie des

geddmpften Pendels.

e Zeigen Sie mit den berechneten Werten, dass das Pendel tatséichlich eine geddmpfte Schwingung

ausfiithrt, wenn man es aus der Ruhelage auslenkt.

e Schreiben Sie die allgemeine Losung fiir die Schwingungsgleichung des Pendels auf.

e Welche Schwingungsgleichung erhilt man mit den Anfangswerten z(0) = 0.6 m und #(0) = 0

m/s?

2) Das Diagramm zeigt den Plot einer geddmpften Schwingung an (Zeit in s, Auslenkung in cm).

Lesen Sie aus dem Diagramm geeignete Werte ab und bestimmen Sie damit die Eigenkreisfrequenzen
des geddmpften sowie des ungeddmpften Pendels und die Abklingkonstante d. Schreiben Sie auch eine

Schwngungsgleichung fiir die im Diagramm dargestellte Kurve auf.

3) Wie miisste man die Masse eines Federpendels mit der Federkonstanten D = 12 N/m und dem Rei-
bungsfaktor § = 2 kg/s wiihlen, damit gerade keine Schwingung zustande kidme (aperiodischer Grenz-

fall)?
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4) Wie miisste die Masse eines geddmpften Federpendels verindert werden, damit die Eigenkreisfrequenz
des geddmpften Pendels verdoppelt wiirde?

5) Wie gross miisste die Abklingkonstante in Aufgabe 4) sein, damit die Eigenkreisfrequenz des unge-
ddmpften Pendels doppelt so gross wiirde wie jene des geddmpften Pendels?

6) Wie muss man die Lange des Fadens eines Fadenpendels verdndern,. damit die Periodenldnge verdoppelt
bzw vervierfacht wird?
Losungen
1) a)d=4s1 wy=5s1 w=3s7"!
b) wo > § = Schwingfall
¢) ¢ =—0.644rad = —36.87°, A=—1m

2) T=32s,w=19s"1 =019 s wy=197s"1 §=17cm
3) m =0.833 kg

Dm3}ty/D2mi—16Dm3p2+1664m3

4) my = 8D, —8532

5) 02 =7

6) bei Verdoppelung von T muss ¢ vervierfacht werden, bei Vervierfachung von 7' muss ¢ mit dem Faktor
16 multipliziert werden.
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Kapitel 12 Angeregte Schwingung, Resonanz

12.1 Angeregte Schwingung, Resonanz

Durch externe Einwirkung kann ein schwingungsfahiges System zum Mitschwingen angeregt werden. Unsere
Beobachtungen zeigen, dass das Mitschwingen wesentlich vom Verhéltnis zwischen der Eigenfrequenz des
schwingungsfihigen System und der Erregerfrequenz abhédngt. Wir werden diese Beziehung am gedampf-
ten Federpendel konkret diskutieren. Dabei soll das Pendel durch eine sinusformige Schwingung angeregt
werden. Interessant ist zu verfolgen, wie sich die Amplitude der Pendelschwingung in Abhéingigkeit von der
Anregungsfrequenz entwickelt.

12.1.1 Differentialgleichung des angeregten Federpendels

Wir nehmen das Federpendel aus dem vorherigen Kapitel und regen es durch einen Motor mit Exzenter zum
Schwingen an.

(‘1‘+;1r:t‘-*1*1'111v1*1'1\h
‘!Eﬂl:l;‘!ﬁlﬁ.‘-.hﬁvl

Der Motor dreht sich mit der Winkelgeschwindigkeit wys. Die Kraft, welche der Motor horizontal {iber die
Stange auf das Pendel ausiibt, kann man dann mit einer Sinusfunktion darstellen: Fi; = F - sin (wpst).
Somit erhélt man als resultierendee Kraft auf die Pendelmasse:

Fres = mi = —Dx — B + F - sin (wpt)
Nach Umformen und dem Ersatz von Tﬁn durch 26 sowie % durch w? ergibt sich:

F
&+ 260 + wiz = — sin (wart)
m

Die linke Seite beschreibt das Eigenverhalten des Systems, wihrend die rechte Seite den Einfluss der externen
Wirkung darstellt. Mann nennt die Funktion auf der rechten Seite deshalb auch Stérfunktion. Die Losung
dieser Differentialgleichung besteht aus zwei Teilen, ndmlich der urspriinglichen Losung bei der geddmpften
Schwingung ohne Anregung und einer speziellen Losung des angeregten Systems. Die Mathematik gibt dafiir
folgende Gesamtlosung an:

x=C-e % sin (wt + @) + Asin (wast + ©o)

. a S .
mit w = \/wg — 62, A= p— (o 5)24-45%%/, und ¢ = arctan (%) (ohne Beweis).

wWo— Wy

Mit der Zeit wird in der Losungsgleichung der erste Teil wegen e~% praktisch vernachlissigbar, sodass der
zweite Teil, der durch die Erregerfrequenz wy; charakterisiert ist fiir die Schwingung des angeregten Feder-
pendels massgebend ist. Dabei ist A die Amplitude der erzwungenen Schwingung. Man spricht von Resonanz,
wenn die Amplitude maximal ist. Diese Maximalstelle kann man berechnen, indem man das Minimum des
Radikanden im Nenner in Abhéngigkeit von der Erregerfrequenz wp; sucht. Wir bezeichnen diesen Radikan-
den mit R(was).

R(wnr) = (wf — wiy)? + 46%wi,
Die 1. Ableitung Null setzen ergibt die Extremalstellen: R/ (wps) = 2(wg — w3;) - (—2war) + 862w

R(wy) =0=2(wi —w;) - (—2wp) + 85w
0= —wi + w3, + 252
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w3, = wi — 262
wy = \/wi — 262

Resonanz tritt ein, wenn die Erregerfrequenz in der Ndhe der Eigenfrequenz des Pendels liegt. Die Damp-
fung beeinflusst den genauen Wert der Resonanzfrequenz. Die Amplitude A kann auch als Funktion der
Erregerfrequenz wy, dargestellt werden. Dabei erhilt man die sogenannte Resonanzkurve:

A

®
Wres M
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12.2 Aufgaben

1) Mit welcher Frequenz miisste man ein Federpendel mit der Masse m = 3 kg, der Federkonstanten D
= 12 N/m und dem Reibungsfaktor 8 = 2 kg/s antreiben, damit Resonanz eintritt?

2) Die Abbildungen zeigen ein Fadenpendel in der Ruhelage und im ausgelenktem Zustand.

a) Zeichnen Sie im linken Bild alle reellen, auf die Pendelmasse m wirkenden Kréfte im ausgelenkten
Zustand ein.

b) Zeichnen Sie im rechten Bild jene Kraft ein, welche im ausgelenkten Zustand das Pendel in die
Ruhelage zuriick treibt.

A P A

¢) Schreiben Sie die exakte Grosse der riicktreibenden Kraft auf, und zwar als Funktion von der
Pendelmasse m, der Fadenlidnge ¢ und der Bogenlinge s.

3) Die folgenden vier Diagramme sind Elongations-Zeit-Diagramme von Schwingungen.

a) Welche von diesen Schwingungen sind harmonisch. Geben Sie den dazugehorigen Buchstaben an.
Begriinden Sie Ihre Wahl mit 2-3 Zeilen Text.

/N\__/\ ANA
NV N

ANVANY/
V V V

b) Eine Basstuba ist im Wesentlichen ein Metallrohr von ca. 7 m Lénge. In der Luftsdule in diesem
Rohr, welches auf beiden Seiten offen ist, kann man verschiedene Tone erzeugen. Welche Frequenz
wird man fiir den tiefsten moglichen Ton (Grundschwingung) erhalten? Berechnen Sie!

c¢) Fortschreitende Wellen transportieren Energie, stehende Wellen nicht. Erklidren Sie in ein paar
Sétzen, wie Energie in einer stehenden Welle gespeichert ist.
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4) a) Die Abbildung zeigt die sogenannte Resonanzkurve, d.h. die Abhéingigkeit der Schwingungsam-
plitude eines geddmpften Federpendels von der Erregerfrequenz (Motorfrequenz) wps. Neben der
Resonanzfrequenz wy, sind bei der Schwingung von Federpendeln zwei weitere Frequenzwerte von
Interesse, die Kreisfrequenz des ungeddmpften Pendels wgy und die Eigenfrequenz der geddmpften
Pendelschwingung w. Diese Kreisfrequenzwerte w5, wg und w stehen zueinander in einer Gros-
senbeziehung.

In der Abbildung sind 4 mogliche Positionen fiir die Lage von wp und w mit den Nummern 1, 2,
3, 4 eigezeichnet. Geben Sie die Nummer an, bei welcher Sie die Position von wg bzw. w sehen.

0306
0 | Im%; Om

b) Angeblich kann man leichte Balkenbriicken aus Holz leicht zum schwingen bringen, wenn z.B.
mehrere Personen im Gleichschritt dariiber laufen. Nemen wir an, wir haben einen Steh aus
Holzbalken. Die Linge des Steges von Auflager zu Auflager ist 15 m. Der Steg ist 1.5 m breit. Die
Holzbalken haben einen Querschnitt von 20 cm x 20 cm und sind in der Lénge verlegt.

i. Bei welcher Anregungsfrequenz kommt der Steg in die Grundschwingung, wenn man fiir die
Ausbreitungsgschwindigkeit der Welle ¢ = 50 m/s annimmt?

ii. Mit welcher Frequenz miisste die Briicke angeregt werden, damit sie in der 2 Oberschwingung
schwingen wiirde?

¢) Geben Sie in ein paar kurzen Sitzen an, was Resonanz bei einem schwingungsfihigen System
bedeutet.

Losungen

1) WRres = 1.944 571



Formeln A (auswendig)
Mechanik

Impuls

Impulsbilanz / Grundgesetz der Mechanik

Impulsstromstiarke <>  Energiestromstérke
Gewichtskraft

Kinetische Energie (Translation)

Potentielle Energie

Mittlere Geschwindigkeit

Mittlere Beschleunigung
Geschwindigkeit <+ Ort
Beschleunigung <+  Geschwindigkeit

Winkelgeschwindigkeit «+»  Winkel

Geschwindigkeit <>  Winkelgeschwindigkeit

Frequenz < Periode
Winkelgeschwindigkeit <+  Frequenz
Zentripetalkraft

Drehimpuls

Drehmoment

Grundgesetz der Rotations-Mechanik
Trigheitsmoment (Masse m im Abstand )
Kinetische Energie (Rotation)

Druck <+ Kraft

Schweredruck

Masse <>  Volumen

Schwingungen

Federkraft

Federenergie

Frequenz <>  Periode
Kreisfrequenz <>  Frequenz
Ungeddampfter Federschwinger
Gedampfter Federschwinger

p=m-v

p=m-U

In+Ip+..=F +F+..=p

Fi+F+.=p
IW:’U'Ip
Fe=m-g

_ 1 2
Wkin,transl - §mv

Wa = mgh
vmittel:%
amittel:%
vV=1=T
a="7
W=
V=T w
=4
w=2nf
Fyp = mrw?
L=J w
L=J &
M=vxF
My + Mo+ =L
J = mr?
ka,rot = §Jw2
-5

ps = pgh
m=p-V
Fr=-D-x
W —%DmQ
.
w=2nf
y(t

) = gsin (wot + )
)

= e % sin (wt + ) (mit Fp ~ v)
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Formeln B (nicht auswendig)
Mechanik

Mittelwert

Standardabweichung

Relativer Fehler

Gleichmiissig beschleunigte Bewegung

Trégheitsmoment

allgemein

Vollzylinder
Vollkugel
Schwerpunkt

diskrete Massenverteilung

kontinuierliche Massenverteilung

Barometrische Hohenformel

Schwingungen

Federschwinger
Fadenpendel
Drehpendel

Gedampfter Federschwinger

Erzwungene Schwingung Federschwinger

Resonanz Federschwinger

Az

T
s = 89+ vot + %at2

v =19+ at

p(h) =po-ero
T =2m\/5 wzw/%
¢
T=2m/t w=\%
_ [ _ /D

wi= ST

mitFDZk"’U,(SZ%,WQ:

b=

x(t) = Cre % sin (wgt + C2) + & sin (wgt + @)
w2 A

(wg —w2E)2 +462w%

mit 2 (t) = &g sin (wgt) = \/

Piiss = §ﬁ2 (im eingeschwungenen Zustand)

Zmaz bel wp = \/wi — 262

Vmaz D€l WE = wo
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