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Menge

Eine Menge ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Dingen (Elementen). Es gibt endliche
Mengen (Anzahl der Elemente ist endlich) oder unendliche Mengen (Anzahl der Elemente ist unend-
lich).

Mengen werden mit Grossbuchstaben bezeichnet, z.B. A, B, M, ...

Beispiele:

Menge der Studenten der Schule M = {Meier, Miller, Huber, ... }

Menge der nattrlichen Zahlen N ={1, 2, 3, 4, ... }

Menge der nattrlichen Zahlen zwischen 10 und 15: A ={10, 11, 12, 13, 14, 15}

Menge der Kongruenzabbildungen

Angabe von Mengen

1. Aufzahlen der Elemente:
A={5,6,7,8,9, 10}

2.  Mengendiagramm

3. beschreibend:
A = Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 10 ={nT N: 1 £ n £ 10} (lies: Menge aller n aus N,
fur die gilt, 1 kleiner oder gleich n kleiner oder gleich 10)
Menge der Studenten der Schule

Leere Menge
Die leere Menge enthélt keine Elemente. Schreibweise: {} oder @
Teilmenge

Eine Menge A ist Teilmenge der Menge B,
wenn alle Elemente von A auch Elemente von
B sind. Eine Menge A ist echte Teilmenge der
Menge B, wenn A Teilmenge von B ist, aber A
ungleich B ist.

Al B

Gleichheit von zwei Mengen

Zwei Mengen A und B sind gleich (A = B), wenn alle Elemente von A auch Elemente von B sind und
umgekehrt.

Aquivalenz von Mengen

Zwei Mengen A und B heissen aquivalent (A ~ B), wenn es eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen den Elementen von A und B gibt.

Machtigkeit von Mengen

Aquivalente Mengen sind auch von gleicher Machtigkeit. Die Machtigikeit der Menge M wird mit
M| bezeichnet. Bei endlichen Mengen gibt sie die Anzahl der Elemente an.

Potenzmenge

Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heisst die Potenzmenge von M (P(M)).
Beispiel:

M={1, 2, 3}

P(M) = {{}, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}
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Kartesisches Produkt (Produkt von Mengen)

Das kartesische Produkt A~ B von zwei Mengen A und B ist die Menge der (geordneten) Paare
(a,b),al A bl B.

A  B={xy) | xT AUyl B}
Beispiel: A = {Meier, Mller, Huber}, B = {Chur, Zirich, Genf, Zug}

A~ B = {(Meier, Chur), (Meier, Zurich), (Meier, Genf), (Meier, Zug), (Muller, Chur), (Muller, Zirich),
(Mdller, Genf), (Muller, Zug), (Huber, Chur), (Huber, Zirich), (Huber, Genf), (Huber, Zug)}

allgemein:

ALCA AT LT Ar={an g ag, ., an | ail AAUI=1,2, .., n}
Der Ausdruck (a;, a,, as, ..., a,) wird als n-Tupel bezeichnet.
Menge mit algebraischer Struktur

Eine Menge M, fur deren Elemente mindestens eine VerknUpfung definiert ist, heisst Menge mit
algebraischer Struktur oder kurz algebraische Struktur.

Vereinigungsmenge

Die Vereinigungsmenge A E B ist die Menge
jener Elemente, die entweder zu A oder zu B
oder zu beiden gehdren.

AEB={x:x1T AUxI1 B}

Schnittmenge

Die Schnittmenge A C B ist die Menge jener
Elemente, die sowohl zu A als auch zu B
gehoren.

ACB={x:xT AUxI B}

Differenzmenge

Die Differenzmenge A\B (lies: "A ohne B") ist
die Menge jener Elemente, die zu A aber nicht
zu B gehdren.

A\B ={x:x1T AUxI B}

Komplementmenge

Ya
Die Komplementmenge A beziiglich der Grund-
menge G ist die Menge jener Elemente der
Grundmenge G, welche nicht zu A gehdren.

Y - <
A=G\A={x:xl GUxI A}
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Aussagenlogik

Aussage

Eine Aussage ist ein Satz, von dem man sagen kann, dass er wahr oder falsch ist.

Beispiele: "Die Banane ist krumm", "Die Tomate ist blau”, "Ein Meter misst 127 Zentimeter".
Keine Aussagen sind Fragen oder Befehle.

Verknupfung von Aussagen

Aussagen koénnen auf vielfaltige Weise miteinander verknipft werden, sodass neue Aussagen ent-
stehen. Wir werden uns nur fir solche Aussageverknipfungen interessieren, deren Wahrheitswert
(WAHR oder FALSCH) nur von den Wahrheitswerten der einzelnen Aussagen abhangt. Es sind dies:
Negation (NICHT, NOT, =), Konjunktion (UND, AND, U), Adjunktion (ODER, OR, U), Subjunktion
(WENN-DANN, IF-THEN, -) und Bijunktion (GENAU DANN-WENN, ). Die Theorie der
aussagenlogischen Operationen bezeichnet man als Aussagenlogik oder formale Logik.

Die Negation (NICHT, NOT, -)

Das Ergebnis einer Negation ist immer das Gegenteil der Aussage. Als Werte einer Aussage gibt es
WAHR (W) oder FALSCH (F). Die Negation macht also aus WAHR FALSCH und aus FALSCH
WAHR. Man schreibt: NICHT A = -A

Ab besten ist es, die Zusammenhange in einer Wahrheitswerttabelle darzustellen. Hier wird der
Zusammenhang zwischen den Wahrheitswerten von A und -A angegeben. Da es fiir die Aussage A
nur zwei mogliche Wahrheitswerte gibt (W oder F), hat die Tabelle zwei Zeilen.

A | A
=

F

Die Konjunktion (UND, AND, U)

Das aussagenlogische UND ist vom umgangssprachlichen 'und' etwas verschieden. Nur wenn beide
Aussagen A und B WAHR sind, folgt fir A UB = W. In allen anderen Fallen resultiert FALSCH.
Wahrheitswerttabelle:

A | B| AUB

W w w Beispiel: Eine Prifungsordnung schreibt fr

Wl E E das Erlangen des Diploms vor, dass die Pri-
fung in Mathematik und die Prifung in Che-

FI1W F mie bestanden wurde.

F | F F

Die Adjunktion (ODER, OR, U)

Das aussagenlogische ODER bedeutet nicht das exklusive 'oder', wie es meist in der Umgangs-
sprache verwendet wird. Es heisst vielmehr, dass Aussage A oder B oder beide giltig sind. Demnach
gilt folgende Wahrheitswerttabelle:

A | B| AUB

Beispiel: Eine Schule schreibt den Besuch von
W W W Wahlfachern vor: Jeder Student hat das Fach
Wl E W Okologie oder Informatik zu belegen

Wenn ein Student beide Facher belegt, ist die
FlW w Vorschrift auch erftllt).
F | F F
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Die Subjunktion (WENN-DANN, IF-THEN, -)

Die Folgerung WENN A, DANN B kommt in vielen Bereichen vor. Deshalb ist es angezeigt, dass
dafiir eine aussagenlogische Operation definiert wird. A und B sind die Eingangsgréssen, WENN A,
DANN B ist die Ausgangsgrosse. Diese ist sicher FALSCH, wenn B FALSCH ist bei WAHR fir A. In
der natirlichen Sprache kommt nur dieser Fall vor. Bei zwei Eingangsgrossen gibt es aber
prinzipiell vier Moglichkeiten. Es ist sinnvoll, die restlichen drei Ausgangswerte mit WAHR zu
besetzen. Die Wahrheitswerttabelle lautet somit:

A|B|A-B
wilwl| w
wl|F| F
Flw| w
FIF| w

Beispiel: A ="Es ist Nacht", B = "Es scheint der Mond"
A ® B ="Wenn es Nacht ist, scheint der Mond"

Die Bijunktion (GENAU DANN-WENN, )

Wenn aus A B folgt und umgekehrt aus B A, dann kann man sagen, dass A genau dann gultig ist,
wenn B erfullt ist. Die Wahrheitswerttabelle lautet:

A|B|A-B
wilwl| w
wl|F| F
Flw]| F
FIF| w

EXKLUSIV ODER (XOR)

Beim ODER haben wir darauf hingewiesen, dass es nicht wie in der Umgangssprache funktioniert.
Dem umgangssprachlichen oder entspricht das EXKLUSIV ODER. Es gilt folgende Wahrheitswert-
tabelle:

A | B| AXORB
w | w F
W | F w
Flw w
F|F F
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Junktoren

Die Verknupfungssymbole der Aussagenverkntpfungen heissen Junktoren. Wir fihren gleichzeitig
eine Reihenfolge ihrer Wertung ein. Es gilt:

- NICHT
U] UND
U ODER

- WENN-DANN
o GENAU DANN-WENN

g A~ w N

Ubergeordnet sind natiirlich noch die Klammern.
Regeln fur die Klammerungen

Nach der Einfuhrung einer Wertigkeit der Junktoren kann in vielen Fallen auf das Setzen von
Klammern verzichtet werden. Wir treffen folgende Vereinbarung:

€)) Auf jedes aussere Klammerpaar kann verzichtet werden.
2 Verzicht auf die Klammern fur die Negation: (-A) = -A

3) Fur jede zweistellige Veknuipfung wird die Linksassoziativitat vereinbart.
zB.AUBUC=(AUB)UC

Beispiele:
Zu erstellen ist eine Wahrheitswerttabelle fur (A U-B) UC.
AlB| c|-B| AU-B | (AaU-B)UC
W W W F F W
W W F F F F
W F W W W W
W F F W W W
F W W F F W
F W F F F F
F F W W F W
F F F W F F

Die Tabelle kann verkirzt werden, indem nur die Wahrheitswerte der einzelnen Operationen in der
entsprechenden Reihenfolge ermittelt und notiert werden. Hier werden zuerst die Wahrheitswerte
fur A, B und C eingetragen. Als erstes wird -B ermittelt (linke Tabelle), dann kommt die UND-
Verknupfung, zuletzt die ODER-Verknupfung (rechte Tabelle). Die Lésungen werden immer genau
unter das Operationszeichen geschrieben. In der Praxis fullt man nur eine Tabelle aus. Hier wurde
zur besseren Ubersicht zwei Tabellen angelegt.

A U - B) U] C A U -  B) U] C
w F W W W F F W W W
w F W F W F F W F F
w W F W W W W F W W
w W F F W W W F W F
F F W W F F F W W W
F F W F F F F W F F
F W F W F F W F W W
F W F F F F W F F F
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Regeln fur das Umformen von Aussage- und Mengenverknipfungen

Doppelte Negation

Ildempotenz
Kommutativitat

Assoziativitat

De Morgan

Distributivgesetze

Absorptionsgesetz |

Transpositionsgesetz

Entbehrlichkeit der
Subjunktion

Entbehrlichkeit der
Bijunktion

Beispiele:

Aussagen

—l(—1A)=A

AUA=A

AUA=A

AUB=BUA
AUB=BUA
(AUB)UC=AU(BUC)
(AUB)UC=AUBUC)
-(AUB)=-AU-B
-(AUB)=-AU-B
AUBUC)=(AUB)UAUC)
AUBUC)=(AUB)UAUC)
AUAUC)=A
AUAUC)=A
(AUB)U-B=AU-B
(AUB)U-B=AU-B
WUA=A

WUA=W

FUA=F

FUA=A

A® B=-B® -A

A® B=-AUB

A® B:ﬂ(AU—IB)

A« B=(AUB)U(-AU-B)
A« B=(-AUB)U(AU-B)

(<(~A) U (=B))) UA) U(-B)) =
(~((-A) U(=B))) UA) U (-B) =

(-|(-|A u —|B) UA) U-B=
(AUBUA)U-B=
(AUB) U-B =
AU-B

(x5 c(ee 9))-

AC B (;(AEE):
(KEB)Q(AEE)z

(K QA)E(K QE)E(BQA)E(BQE):
gE(ACB)EBCAED=

(AcB)E (A C B)

Mengen

A =A

ACA=A
AEA=A
ACB=BCA
AEB=BEA
(ACB)CC=AC (BGC)
(AEB)EC=AE (BE C)
AEB=ACB
ACB =AEB
ACBEC
AEBCC
AE(ACC)=A
AC(AEC)=A
(ACB)E B =AE B
(AEB)C B =AC B
GCA=A

GEA=G

QCA={
QEA=A

JE(ACC)

B
¢ \
EB)C(AEC)

m ™

)=(A
)=(A

ausseres Klammernpaar weglassen
Klammern der Negation weglassen
de Morgan

Kommutativitat und ldempotenz
Absorptionsgesetz |1

ausseres Klammernpaar weglassen

de Morgan

Distributivgesetz
AC A ={

Absorptionsgesetz, Kommutativitéat
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EinfUhrung in die Fuzzy-Logic
Gegeben sei eine Menge X mit den Elementen x.
x1 X, X={x}

Definition:
Unter einem Fuzzy-Set A in X versteht man die Menge der geordneten Paare {(x,m;(x)) | x1 X}

nk(X) heisst Zugehorigkeitsfunktion oder Zugehdrigkeitsgrad, fur die Werte gilt: 0 £ ng(x) £ 1.
Elemente mit einem Zugehorigkeitsgrad nkx(x) = 0 werden in A nicht aufgeschrieben.

Die Menge aller Zugehorigkeitsfunktionswerte kann mit M bezeichnet werden. Dann ist das Fuzzy-
SetAl X° M (xT X, ngx) 1 M).

Definition:
Support von A = S(f‘\) ={x1 X | ng(x) >0}

S(Z\) ist somit eine Teilmenge von X.

Definition:
a-Level-Set A, = {x1 X | ng(x)? a}
echter a-Level-Set A', = {x 1 X | nx(x) > a}

Definition:
Méachtigkeit von A= |Z\| = é’\ Na(X) (bei endlichen Mengen)
Xl X

Relative Machtigkeit von A= ||A || = ﬁ

Definition:
Schnittmenge C = A G B mit ng(x) = min(nk(x), ng(x)) und x T X

Definition:
Vereinigungsmenge C = A E B mit ng(x) = max(nk(x), mg(x)) und x I X

Definition:

Komplementmenge A=CA = {(x,mc,g(x)) | xT XUmga(x)=1- n;\(x)}

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003
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1. Beispiel:

Die Menge X beschreibe die mogliche Anzahl Zimmer in einem Haus. Das Fuzzy-SetA soll durch die
Eigenschaft "geeignet fur 4 Personen" charakterisiert sein.

X={1,2,3,4,56,7,8,9, 10}

A={(1,0.2), (2,0.5), (3,0.8), (4,1), (5,0.7), (6,0.3)}

Die Werte der Zugehdrigkeitsfunktion wurden in diesem Beispiel nach Geftihl festgelegt. So kann
wohl gesagt werden, dass eine 1- oder 2-Zimmer-Wohnung fur 4 Personen relativ eng sein wird. Eine
6-Zimmer-Wohnung bietet zwar Platz, aber der Aufwand fur die Reinigung oder die Mietkosten sind
dafur relativ hoch. Das Diagramm stellt die Zugehoérigkeitsfunktion graphisch dar. Meist werden die
Werte so gewahlt, dass eine Dreiecks- oder Trapezform entsteht.

1+ "
0.84 n
0.6+
044
0.2+ L]

2. Beispiel:

Das Lebensalter von Menschen kann z.B. mit den Begriffen jung, sehr jung, alt, usw. charakterisiert
werden. Das Fuzzy-Set A gibt hier den Begriff "sehr jung" wider.

X={x1T R]0<x<120}

<2
A= { (MR(X) I xT X Ung(x) = e 100

1+
0.8
0.6
0.4 ]
0.2 1
0

0 5 10 15 20

Ein Ausschnitt aus der Wertetabelle zeigt einige Werte der Zugehérigkeitsfunktion m

X 0 1 2 3 4 5 6 I 8 9 10 | 11 | 12| 13 | 14 | 15

m | 1.00] 0.99] 0.96]| 0.91] 0.85| 0.78] 0.70| 0.61] 0.53] 0.44]| 0.37]| 0.30| 0.24] 0.18| 0.14| 0.11
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Menge der naturlichen Zahlen

Axiome von Peano:

1. 1isteine naturliche Zahl.

2. Jede Zahl a hat einen bestimmten Nachfolger a* in der Menge der nattirlichen Zahlen.
3. Stetsista*?! 1, d.h. es gibt keine Zahl mit dem Nachfolger 1.
4

Aus at = b* folgt a = b., d.h. zu jeder Zahl gibt es keine oder genau eine, deren Nachfolger jene
Zahl ist.

5. "Prinzip der vollstandigen Induktion": Jede Menge von natlrlichen Zahlen, welche die Zahl 1
enthalt und welche zu jeder Zahl a, die sie enthalt, auch deren Nachfolger a* enthalt, enthalt
alle naturlichen Zahlen.

N={1,2 34,5, ..}

Rechengesetze

Kommutativgesetz. a+b=b+a a=b = bea
Assoziativgesetz: a+(b+c)=(@+b)+c a=(bec) = (a=b)=c
Distributivgesetz: a=(b +c)=aeb + a=c

Menge der ganzen Zahlen

Die Gleichung x + a=0 (a1 N) ist in der Menge der natiirlichen Zahlen nicht lésbar. Deshalb wird
der Zahlenbereich mit den negativen Zahlen erweitert. Zusammen mit den natirlichen Zahlen und 0
ergibt sich so die Menge der ganzen Zahlen.

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}={0, +1, 2, 3, ...}

Menge der rationalen Zahlen

Innerhalb der Menge der ganzen Zahlen ist die Addition, die Subtraktion und die Multiplikation
unbeschrankt ausfuhrbar. Die Division jedoch fuhrt in vielen Fallen nicht zu einem Ergebnis in Z.
Aus diesem Grund muss die Menge der ganzen Zahlen durch die Bruchzahlen erweitert werden. So
ergibt sich die Menge der rationalen Zahlen.

Q={x=¢:pl Zundqg T Z\{0}

Menge der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen vereinigt die Menge der rationalen Zahlen mit der Menge der irratio-

3
nalen Zahlen. Als Beispiele flr irrationale Zahlen kénnen die Wurzeln wie \/E \/5 V17, die
Kreiszahl p, aber auch die Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen oder die Logarithmen
genannt werden.

Stellt man reelle Zahlen als Dezimalbrtche dar, so sind die abbrechenden und die nichtabbrechen-
den, periodischen Dezimalbriche rational, die nichtabbrechenden, nicht periodischen Dezimalbrtche
sind irrational. Das konmmt daher, dass abbrechende, wie auch nichtabbrechende, periodische Dezi-

malbrtche in gewdhnliche Briiche der Formg umgewandelt werden kénnen.

Far das Rechnen mit reellen Zahlen gelten folgende Gesetze:

Kommutativgesetz (KG): a+b=b+a aeb = bea
Assoziativgesetz (AG) a+(b+c)=(@+b)+c a=(bec) = (a=b)=c
Distributivgesetz (DG) a=(b +c)=aeb + a=c

Der Zahlenstrahl

Zur graphischen Darstellung der reellen Zahlen wird oft der Zahlenstrahl verwendet.

} —t———t—t+—t—+————
5 4 3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Zahlenmengen Mathematik

H B 10

Menge der komplexen Zahlen

Bekanntlich hat die quadratische Gleichung x2 + 1 = 0 keine reelle L6sung. Durch Erweiterung des
Zahlenbereichs kann man aber dafiir sorgen, dass es auch fiir diese Gleichung Ldsungen gibt. Wir
fuhren daher die komplexen Zahlen ein.

Die Gleichung x2 +1 wird umgeformt:
x2=-1

Formal gesehen wéren die Lésungen:
xlz\/-_l und x, = -\/-1

Wir bezeichnen \/_1 mit i und nennen dieses i die imaginare Einheit. Die Vielfachen von i, welche
mit einem reellen Faktor gebildet werden koénnen, bilden die Menge der imagindren Zahlen.
A:={z]z=ke=iUkT R\{0}}

Die Menge der komplexen Zahlen wird jetzt definiert als:
C:={z]z=a+biUabl R}

Gauss'sche Zahlenebene

A

I (z
z
r=4/a2 + b2 a = recos |
r b b
tanj =3 b=resinj
i -
a R (2)

® z=a+bi=r(cosj +iesinj)=rcis]

Konjugiert komplexe Zahl
Die zu z = a + bi konjugiert komplexe Zahl ist z = a - bi

Rechenregeln

zy=a; +bji=ry(cosj,+isinj,)
Z,=a, +byi =ry(cosj,+isinj,)

Gleichheit

z,=2, U a;=a, Ub;=h,
Addition

2y +z;=(a; + ap) + (by + by)i

Kommutativgesetz: z,+z,=2,+2z,
Assoziativgesetz: (zZy+2)+23=21+ (25 + 23)

Subtraktion

Z,+2=12,
a, + bgi +a+bi=a,+ by
p a;+a =ay, b,+b =b,

a =a-a b =by,-b;
Z =23-21=(a-a) + (by-by)i
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Multiplikation
21225 = (a; + byi)=(az + boi) = (a1a; - byby) + (asby + azby)i
Interessant ist bei der Multiplikation von komplexen Zahlen die Darstellung mit Polarkoordinaten:
z122, =rq(cosj  +isinj {)ery(cosj,+isinj,) =
=rqrp[(cosj 1 €COSj ,-sinj ;sinj,) +i(cosjisinj,+sinj,cosj,)]=
=r1rp[cos(j 1 +j o) +isin( 1 +] )]
Kommutativgesetz: z;*z, = z,*z;
Assoziativgesetz: (z1225)*23 = 21=(22°23)
Distributivgesetz: 21(22 + 23) = 2125 + 2125
Beispiel: z; =3 - 4i,z, =-2 +i. Es ist z;*z, zu bestimmen.
r,=\/32 + (-4)2=5,] , = acrtan (g“) = 306,87°
r,=\(-2)2 + 12 =\/§, j 2= arctan(%) = 153,43°
j1+]2=460,30°
Z,°Z, = 5\/§(cos 460.30° + i sin 460.30°) = -2 +11i
Potenzieren
z2 =zez=r2%(cos 2j +isin2j)
78 =z2ez=r2(cos 2] +isin2j)er(cosj +isinj)=

r3[(cos 2j cosj -sin2j sinj)+i(cos2j sinj +sin2j cosj)] =
r3(cos 3j +isin3j)

z" =r"(cosj +isinj)"=r"cosnj +isinnj)

Beispiel: z = 3 - 4i. Es ist z13 zu bestimmen.

r=v[32+(-42=5,j = arctan(g‘) = 306,87°

713 = 513(cos 13+306,87° + i sin 13+306,87°) = 1,0644«10% 5,9755108i

Moivre'sche Formel: (cos| +iesinj)"=cosnj + iesinn;j (nT N)
Eulersche Relation: cosj +isinj =ei (ohne Beweis)
Division
z3 _ag+byi (a1 +byi)(ap - boi) (azap + bibo) + (aphg - ajbp)i
zp ~ap +boi” (ap + bai)(ap - boi) ~ 2 2
as+boy

Der Quotient von zwei komplexen Zahlen ist also wieder eine komplexe Zahl. Die Disvision kann

aber einfacher mit der Polarkoordinatendarstellung durchgefihrt werden. Wenn fir das Produkt

Z, = 22z, = rryfcos(j +jo) +isin(j +j,)] gilt, kann man z als Qutient von z; und z, berechnen:
n

z= % , wobei fur die Radien r = _ und fur die Winkel j =j -] , gilt. Also:

S lcosii-i2)+isinG -]

Beispiel: z; =3-4i,z,=-2+1i. Es ist% ZU bestimmen.
r = \/mz 5,j 1 = acrtan (34) = 306,87°
r= m:\/g jo= arctan(%) = 153,43°
j1-]2 =153,44°
% =15 (c0s 153,44° + i sin 153,44°) = -2 + i

oder:
3-4i _ (3-4i)(2-i) _ -6-3i+8i-4 _ -10+5i _ .
2+iT (2+i2-1) = 4+1 - 5 “—-2%i
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Die Wurzeln von Potenzgleichungen

Die Gleichung z" = a + bi = r cis y hat in der A
Menge der komplexen Zahlen immer n Ldsun-

gen. Das Berechnen der Wurzeln ist die Um- 1@

kehrung des Potenzierens.

Ist z" = r"(cos nj + i sin nj), so kommt man z
zu z indem aus r" die n-te Wurzel gezogen

wird. Den Winkel erhalt man als n-ten Teil von y +2p\f b

nj . Dabei sind aber n verschiedene Lésungen
mdoglich. Ein Winkel nj kann als gegebener
Winkel y aber genau so alsy +2podery +4p a R ()
usw. aufgefasst werden.

(nj =y +(k-1)=2p,k=1,2,...n)

Es gilt also:

z"=a+bi=r(cosy +isiny)

2 =\r (cos Yooz gjn Lol 1)'2‘)) =+ (cos (% e ?’2‘)) +isin (% 4 oDz i)°2p))
mit k=1,2,...,n

Beispiel: z3 = 3 - 4i. Es sind alle Wurzeln zu bestimmen.

r=4/32+ (-42=5,j = arctan(%‘) = 306,87°
3 ° o 3
Z; :«\/E (cos % +isin %) = ‘\/E (cos 102,29° + i sin 102,29°) =-0.3640 + 1.6708i
3 o o o o 3
21 =5 (cos %% + i sin 287 T3) = 45 (cos 222,297 + i sin 222,297) = -1.2650 - 1.1506i

3 o o o o 3
z, =4[5 (cos S8BT 120 4 sin w) =45 (cos 342,29° + i sin 342,29°) = 1.6289 - 0.5202i

I (z

Z;

\ R(z)>

Z3

Z3
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Zahlenmengen: Ubersicht

C\R

N
~

R\Q (irrationale Zahlen,
z.B. Wurzeln, p, e, ...)

Q

/ |Z\ (Briiche)

N {0} z

Menge der nattrlichen Zahlen N

Menge der ganzen Zahlen z

Menge der rationalen Zahlen Q={; :z
R
C

Menge der reellen Zahlen
Menge der komplexen Zahlen

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Zahlensysteme Mathematik

N 14

Geschichte der Zahlensysteme

Von alters her benutzten die Menschen die Finger zum Z&hlen. Somit ergab sich ganz natirlich die
Zusammenfassung von 10 Elementen zu einem Bindel. Es entstand damit das Zehnersystem oder
Dezimalsystem, bei welchem jeweils

10 Elemente, die Einer, zu einem Zehner,

10 Zehner zu einem Hunderter,

10 Hunderter zu einem Tausender,

10 Tausender zu einem Zehntausender, usw.
zusammengefasst werden.

Neben dem Dezimalsystem wurden aber auch in friher Zeit andere Zahlensysteme verwendet. So
benitzten die Babylonier das Sechzigersystem. Ein Rest davon hat sich bis heute in der Einteilung
der Stunden in 60 Minuten zu je 60 Sekunden und in der Messung der Winkel erhalten. Das
Zwolfersystem spiegelt sich im Dutzend wieder. Die Kelten benitzten ein Zwanzigersystem, auf das
noch das franzosische quatre-vingts fur achtzig hinweist.

In unserem Jahrhundert erhielten durch die Entwicklung von Digitalrechnern das Dualsystem
(Zweiersystem das Oktalsystem (Achtersystem) und das Hexadezimalsystem (Sechzehnersystem)
grossere Bedeutung fur das Rechnen.

Darstellung von Dezimalzahlen mittels Zehnerpotenzen

Die Zahl 12586 kann man folgendermassen zerlegen: 12586 = 10000 + 2000 + 500 + 80 + 6.
Mit Zehnerpotenzen schreibt man: 12586 = 12104 + 2103 + 5102 + 8«10 + 62100,
Dabei bedeutet: 100=1 101 =10

102 = 1010 = 100 10% = 10-10=10 = 1'000

10% = 10210-10-10 = 10'000 usw.

Das Dualsystem (Zweiersystem)

Wurden beim Zehnersystem die Zahlen mit Potenzen mit der Basis 10 dargestellt, so wird beim
Dualsystem die Basis 2 verwendet. Beim Zehnersystem sind 10 Ziffern nétig (0, 1, ... 9), beim
Dualsystem braucht man hingegen nur 2 Ziffern, ndmlich die 0 und die 1. Jede Dualzahl kann man
also mit einem Koeffizienten, der 0 oder 1 ist, und einer Potenz von 2 darstellen.

Beispiele: (Im folgenden wird zur Markierung des Zahlensystems die Basis als Fussnote zur Zahl
geschrieben)
10100, = 1e24+ 023 + 1@22 + Q@21 + 0e20 = 124 + 1@22 = 1644 + 419 = 2049
100110101, =128 + 027 + 026+ 1«25+ 124 + Q=23 + 1«22 + Q21 + 120 =
=1e28 + 1e25+ Je24 + 1e22 + 120 = 256,45 + 32,5 + 161 + 419 + 119 = 309;,

Umwandlung von Dezimalzahlen in Dualzahlen
Die Umwandlung von Dezimalzahlen in Dualzahlen ist schon etwas schwieriger. Konnte man vorhin

noch die Werte der Zweierpotenzen direkt ausrechnen, muss man jetzt umgekehrt fragen, wie man
die Dezimalzahl in eine Summe von Zweierpotenzen zerlegen kann.

Beispiel: 5413, soll in eine Dualzahl umgewandelt werden. Dazu muss man als erstes die grosste
Potenz von 2 kennen, die in 5413 enthalten ist. Diese Zweierpotenz wird subtrahiert. Mit dem Rest
verfahrt man wie zuvor mit der gegebenen Zahl.

21= 2 25= 32 29= 512

22= 4 26= 64 210 =1024

23= 8 27 =128 211 =2048

24=16 28 = 256 212 = 4096
Also: in 5413 ist 212 = 4096 als grosste Zweierpotenz enthalten. 5413 - 4096 = 1317
Die grosste Zweierpotenz kleiner als 1317 ist 210 = 1024. 1317 - 1024 = 293
Die grosste Zweierpotenz kleiner als 293 ist 28 = 256. 293 - 256 = 37
Die grosste Zweierpotenz kleiner als 37 ist 2° = 32. 37-32=5
Die grosste Zweierpotenz kleiner als 5 ist 22 = 4. 5-4=1
Und 1 =20

Somit kann man 5413, darstellen als: 54135 = 12212 + 10210 + 128 + 125+ 122 + 120 =
=1e212 + Q@211 + 1210 + Q@29 + ]@28 + D@27 + Q@26 + 125 + Q@24 + 0e23 + 1«22 + Qe2l + 120 =
= 1010100100101,
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Das Hexadezimalsystem

Beim Dualsystem haben wir gesehen, dass es zwar mdglich ist, Zahlen nur mit den Ziffern 0 und 1
darzustellen. Allerdings werden die Ausdricke lang und fur unser Auge schwerfallig. Der Computer
rechnet mit solchen Zahlen, weil die Schaltkreise im Rechner nur in der Lage sind, zwei voneinander
unterscheidbare Zustande einzustellen (z.B.: Strom ein - aus oder Spannung hoch -tief). Wie wir ge-
sehen haben, ist die Umwandlung von Dezimalzahlen in Dualzahlen mit einigem Aufwand verbun-
den. Deshalb wird bei der Darstellung von Zahlen in der Informatik meist auf das
Hexadezimalsystem gegriffen, das System mit der Basis 16. Die Zahl 16 ist ja gleich 24, sie kommt
also in der Reihe der Zweierpotenzen vor. Eine Umwandlung von Dualzahlen in Hexadezimalzahlen
und umgekehrt sollte also einfacher sein. Das Hexadezimalsystem mit der Basis 16 braucht 16
Ziffern. Mit unseren zehn Ziffern aus dem Dezimalsystem haben wir zu wenig. Als zusatzliche
Ziffernzeichen werden die ersten 6 Buchstaben des Alphabets gebraucht. Somit heissen die Ziffern,
die als Koeffizienten der 16-er-Potenzen bei der Zahlendarstellung dienen: 0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9,
A B,CD,E,F.

A, B, C, D, E und F haben den dezimalen Wert 10, 11, 12, 13, 14, und 15. Beispiele fir Hexadezi-
malzahlen sind: 6235, A7B5:5, 91F5, FFFF4, ...

Umwandlung von Dualzahlen in Hexadezimalzahlen:

Die Zahl 1011010011001, soll in eine Hexadezimalzahl verwandelt werden. Weil ja 24 = 16 ist, ist die
Umwandlung relativ problemlos.

1011010011001, =122+ 1210+ 129+ 127 + Je24 + 123 + 120
=1e2483 +(4 + 2)e24°2 + (8 + 1)e24+ (8 + 1) = 1=163 + 62162 + 9=161 + 9 =
= 169916
Dieses Zerlegungsverfahren zeigt aber, dass jeweils von rechts ausgehend Vierergruppen mit den Zif-

fern gebildet werden kénnen, die je fur sich in eine Hexadezimalzahl umgewandelt werden kénnen.
Mit einer einfachen Umrechnungstabelle ist die Arbeit ganz leicht.

00002 = 016 01002 = 416 10002 = 816 11002 = C16

00012 = 116 01012 = 516 10012 = 916 11012 = D16

00102 = 216 01102 = 616 10102 = A16 11102 = E16

00112 = 316 01112 = 716 10112 = BlG 11112 = FlG
0001 | 0110 | 1001 | 1001 |2
1l e o] o s

Umwandlung von Hexadezimalzahlen in Dualzahlen:

Die Umwandlung von Hexadezimalzahlen in Dualzahlen ist jetzt ganz einfach. FlUr jede Hexadezi-
malzahl muss man die Entsprechung im Dualsystem (siehe Tabelle auf der vorhergehenden Seite)
aufschreiben. Dabei muss nur der Stellenwert beriicksichtigt werden.

Die Zahl 53B64¢ soll in eine Dualzahl verwandelt werden:
s | 3| 8] 6 |
0101 | 0011 | 1011 | 0110 |2
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Das Oktalsystem

Wie das Hexadezimalsystem baut das Oktalsystem auch auf einer Basis auf, die eine Potenz von 2
ist, es ist die Zahl 28 = 8. Somit sind auch Umwandlungen zwischen dem Dualsystem und dem
Oktalsystem einfach. Wurden bei den Umwandlungen mit dem Hexadezimalsystem jeweils
Vierergruppen gebildet (16 = 24), so werden jetzt bei Umwandlungen vom Dualsystem ins Oktal-
system Dreiergruppen gebildet (8 = 23). Als Ziffern werden im Oktalsystem 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 und 7
verwendet.

Die Zahl 237, soll in eine Oktalzahl verwandelt werden:
237190 = 3264 + 58 + 5 = 3«82 + 581 + 5«80 = 355,

Man kann aber auch zuerst eine Verwandlung ins Dualsystem vorzunehmen, also
23719 =1e128 + 1264 + 132+ 1e8+ 1e4 + 1 =127+ 126 + 125+ 1e23 + Je22 + 120 =
=11'101'101, = 355¢

Die Zahl 4174 soll in eine Dezimalzahl verwandelt werden:
4175 =482 + 1«81 + 7«80 =256 + 8+ 7 =271,

Die Zahl 35174 soll in eine Hexadezimalzahl verwandelt werden:
3517 =011'101'001'111, = 0111'0100'1111, = 74F¢

Die Zahl AAE94 soll in eine Oktalzahl verwandelt werden:
A4E9,¢ = 1010'0100'1110'1001, = 1'010'010'011'101'001, = 1223514
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EinfUhrung in Maple V

Maple ist ein Mathematikprogramm flr numerisches und formales Rechnen. Die umfangreichen
Grafikfahigkeiten (2D, 3D, Animation) unterstiitzen den Anwender bei der Ldsung verschiedener
Probleme. Mit der konfortablen Online-Hilfe (das gesamte Library Reference Handbuch ist verfig-
bar) ist nicht schwer, die Verwendung der eingebauten Kommandos und Funktionen zu Uberblicken.

Beim Starten von Maple erscheint ein sogenantes Worksheet, in welchem die Operationen ausge-
fuhrt werden. Um gewisse Teile zu speichern, empfiehlt es sich, einen Scratchpad (Schmierzettel) zu
verwenden. Worksheet gibt es nur eines, wahrend man verschiedene Scratchpads gleichzeitig offen
halten kann.

Maple ist ein Interpreter, der sich den Wert von Variablen merkt. Nach langeren Maple-Sitzungen
kann dies zu unerwarteten Effekten fihren namlich, wenn der Wert einer Variable am Morgen fest-
gelegt wurde, man aber am Nachmittag mit dem entsprechenden Symbol wieder rechnen méchte.

Maple ist case sensitive, d.h. es unterscheidet zwischen Gross- und Kleinschreibung.
Arbeiten mit Maple V

Wie sollen Anfanger mit einem solch komplexen Mathematikprogramm umgehen. Insbesondere
dann, wenn man die Vielfalt der Méglichkeiten nur selten braucht, bringt ein sytematischer Maple-
Kurs relativ wenig. In Maple V ist das Online-Hilfe-System sehr weit ausgebaut, sodass zu
empfehlen ist, darauf zu bauen. Neben dem Einstieg in die "Hilfe" Gber das entsprechende Komman-
do aus dem Menl kann zu jedem beliebigen Text eine spezielle Hilfe angefordert werden. Ist zum
ausgewahlten Text ein Eintrag im Hilfekatalog vorhanden, bietet Maple V auch seine Unterstiitzung
an. Den Text auswahlen und im Menu die Suche starten, so einfach ist es.

FiOr die verschiedenen Anwendungsbereiche empfiehlt es sich, in einem eigenen Maple-Ordner
Beispiele zu sammeln und Erfahrungen aufzuzeichnen. Es gibt nicht den einzig wahren Umgang mit
einem solchen Programm, insbesondere, wenn man bedenkt, dass es asuch noch andere Mathe-
matik-Software (Mathematica, Derive, ...) gibt, in der sich ein Ingenieur ebenfalls zurechtfinden soll.
Die Kommandos und Funktionen sind oft gleich oder klingen ahnlich. Ein intuitiver Zugang ist
einem streng reglementierten vorzuziehen, weil somit gentigend Flexibilitat fir das Umsteigen
bleibt. Dennoch sind ein paar Punkte fir den Anfang wichtig. Hier seien ein paar Beispiele fir den
ersten Einstieg angefuhrt:

Auf dem Worksheet erscheint ein Prompt (> oder <). Hinter dem Prompt kénnen die Eingaben
gemacht werden. Dabei gilt flr die Wertzuweisung das Zeichen :=, verschiedene Statements werden
mit ; oder : getrennt, wobei ein mit Strichpunkt beendetes statement das Ergebnis auf dem Bild-
schirm erscheinen lasst. Nach dem Doppelpunkt wird das Ergebnis unterdriickt. Wichtig ist zu
wissen, wie eine Variable nach der Belegung mit einem Wert wieder geléscht werden kann. Das
folgende Beispiel zeigt es.

Beispiel:
Es soll eine Funktion f definiert werden, dann werden Werte berechnet, einer Variablen y zugeord-
net. Schliesslich wird der Graph der Funktion gezeichnet. Zuletzt wird die Variable y geldscht.

e fi= x -> 2*x"2 - 3*x + 4;

f :=x->2x - 3 x + 4

o £(-2);1(0);f(2); 15

ey = 1(3);
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y := 13
° y,
13
e plot(f(x),x=-2..3,0..5);
\" y
4
31
21
11 X
-2 -1 1 2 3
. ) 0 ) ) ,
° y = 'y' X
y ‘=Y
° y,
y
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Statistik

Will man einen Uberblick tber die Merkmale einer Menge erhalten, zieht man eine Stichprobe
(sammelnde Statistik), bereitet sie auf (beschreibende oder deskriptive Statistik) und kann dann auf
die Grundmenge zuriickschliessen (beurteilende oder induktive Statistik).

I. Ziehen der Stichprob
G\ renen der Stenprobe 1. Aufbereiten der

N Stichprobe

-~ Qs

I11. Ruckschluss auf die Grundgesamtheit

Das Ziehen der Stichprobe muss als Zufallsauswahl geschehen. Wir werden hier speziell auf das
Bearbeiten des Zahlenmaterials eingehen. Um dann Ruckschlusse auf die Grundgesamtheit
vornehmen zu kénnen, bendtigen wir die Wahrscheinlichkeitsrechnung.

Aufbereitung einer Stichprobe - Bearbeiten des Zahlenmaterials

Die Elemente der Stichprobe werden meist in Klassen eingeteilt. Dabei wird die Anzahl der
Elemente in einer Klasse absolute Haufigkeit (nj) und ihr prozentualer Anteil relative Haufigkeit
(h;) genannt.

hj :% (n = Gesamtzahl der untersuchten Elemente)

Die Haufigkeit wird meist als Funktion der Klassenkenngrésse (z.B. Klassenmitte) aufgezeichnet
(Histogramm, Staffelbild). In vielen Fallen ergibt sich ein glockenférmiger Verlauf fur das Dia-
gramm.

Zur Bewertung der statistischen Verteilung dienen Lageparameter und Streuungsparameter.
Meistens wird (bei einer ungefdhr symmetrischen Verteilung der Werte) der empirische Mittelwert X
als Lageparameter benltzt. Es gibt aber auch noch den Median oder Zentralwert X Es ist jener
Wert, der bei einer nach Grésse geordneten Liste in der Mittel liegt. FUr die Streuung berechnet
man bei etwa glockenférmigen Verteilungen die empierische Standardabweichung s (oder Dx in der

Fehlerrechnung). Ein anderer Streuungsparameter ist der Variationskoeffizient v :E « 100%. In der
Fehlerrechnung bezeichnet man diese Grosse als relativen Fehler %X oder prozentualen Fehler

%x «100%. Fur einfache Streuungsabschatzungen kann aber bereits die Spannweite, d.h. der Abstand
zwischen minimalem und maximalem Wert gute Dienste leisten.

Beispiel: Wachstum von 9-jahrigen Nadelbaumen (125 Stiick):
Es wird die Hohe z gemessen und auf cm gerundet.

X = 234 149 237 166 183 153 167 221 209 178
146 195 192 269 170 126 181 164 173 192
236 166 247 172 162 172 175 262 216 188
129 159 181 223 193 159 184 209 194 107
169 148 169 222 188 186 198 176 137 233
159 190 187 177 139 206 176 166 195 177
194 173 216 201 150 153 197 169 175 147
139 254 201 126 142 120 176 180 194 169

195 70 180 227 117 119 185 206 182 246
171 139 159 204 184 181 170 214 149 158
143 201 129 61 146 202 162 179 113 132

200 209 203 198 196 202 150 172 156 147
219 219 157 102 114
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Klasseneinteilung:
n; h; Xi ni=X; (Xi-X)?  nj=(xi-x)?
50£x< 70 | 1 0.8% 60 60 13604.9 13604.9
70£x< 90 | 1 0.8% 80 80 9339.3 9339.3
90 £x <110 Il 2 1.6% 100 200 5873.7 11747.4
110 £x <130 |l Il 9  7.2% 120 1080 3208.1  28872.8
130 £x <150 I 14 11.2% 140 1960 13425  18794.9
150 £x <270 NN 22 17.6% 160 3520 276.9 6091.6
170 £x <290  \CINCIENNEINENNT - 31 24.8% 180 5580 11.3 350.0
190 £x <210 | T 27  21.6% 200 5400 545.7 14733.6
210£x<230 Il 9  7.2% 220 1980 1880.1  16920.8
230£x<250 |llll 6  4.8% 240 1440 40145  24086.9
250 £ x <270 Il 3 2.4% 260 780 6948.9 20846.7
125 100.0% x =176.64 165388.8
25.0% -
20.0% A
15.0% -
10.0% A
5.0% -
0.0%

60

80 100 120

x; = Klassenmitte

empirischer Mittelwert:

(mit Klasseneinteilung)

v =1
X=5

- 22080 _

165389
X="s =176,64 s= =

124 =365

s2 ... empirische Varianz

140

n; = absolute Haufigkeit

(ohne Klasseneinteilung)

160 180 200 220 240 260

h.

. ] e
: =;' = relative Haufigkeit

empirische Standardabweichung:
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Regression und Korrelation

Bisher haben wir die Verteilung eines Messwertes untersucht. Haufig geht es aber um das
Zusammenspiel mehrerer verschiedener Grossen. So kommt es z.B. in der Physik vor, dass
Spannung und Stromstarke gemessen werden. Wir erhalten eine Reihe von Wertepaaren.

Lineare Regression

Gegeben ist eine Stichprobe von n Wertepaaren (xj/y;) mit i = 1, ..., n. Gesucht ist eine mdglichst
einfache Gleichung y = f(x) oder x = f1(y), welche die Beziehung zwischen den Gréssen x und y
wenigstens angenahert darstellt. Wir werden uns hier auf eine lineare Beziehung beschranken.

Um die Gite des Zusammenhangs zwischen den Gréssen auszudriicken, berechnen wir dann einen
sogenannten Korrelationskoeffizienten.

Beispiel: Das momentane Angebot eines Autotyps (Marke, Klasse, Ausstattung jeweils gleich) in den
Garagen von Chur zeigt das in der Tabelle wiedergegebene Bild (Alter des Fahrzeugs/Preis). Einen
Ersten Eindruck des Zusammenhangs von Alter und Preis gibt das Diagramm (Punktwolke).
Werden von den x;- und den y;-Werten jeweils die Mittelwerte berechnet, erhalt man den Schwer-
punkt (Xy) der Punktwolke. Die Regressionsgerade (Ausgleichsgerade) soll durch diesen Schwer-
punkt gehen.

Alter in Jahren Preis in Fr.
X Yi Xi®Yi
2 5580 11160
1 7180 7180
3 4950 14850
1 6740 6740
4 2760 11040
7 2200 15400
10 600 6000
2 5200 10400
4 3340 13360
6 2000 12000
Anzahl n 10 10 10
Summe 40 40550 108130
Mittelwert X, y 4.0 4055
Standardabweichung s, s, 29 2190.9
Kovarianz c,, -6007.8
a=> -715.2
Sx
Korrelationskoeffizient r,, -0.94

Ansatz fur die Regressionsgerade: y - y = a(x - X)

Es bleibt noch, das a zu bestimmen. Wenn a bekannt ware, kénnte man durch Einsetzen der x;-
Werte die jeweiligen Ordinaten a(x; - X) + y der Regressionsgerade berechnen. Diese Ordinaten
weichen von den tatsachlich gemessenen y;-Werten in der Regel ab. Der Koeffizient a (Steigung)
wird nun so bestimmt, dass die Summe der Quadrate der genannten Abweichungen minimal wird.

o
Summe der Abweichungsquadrate = S(a) = A [a(Xi- X) + Y - yi]?
i=1
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y/Fr.
8000 -
. Regressionsgerade
7000 + ¢ ” y
1| 61893
6000 +
~. 2| 5477.9
5000 + LN Schwerpunkt 3|  4766.4
4000 L \+ s 4 4055.0
. 5|  3343.6
3000 + . 6| 2632.1
7| 19207
<+
2000+ ¢ 8| 1209.2
1000 } 9 497.8
¢ 10 -213.7
0 } } } } <
1000 2 2 4 6 8 10
x/Jahre

Die Minimalisierung der Funktion S(a) kann mit den Mitteln der Differentialrechnung bewirkt
werden. Wir werden spater darauf zurickkommen. Hier sei das Ergebnis dieser Rechnung
angegeben:

& 1

2 -y
a. Xjyj — hxy n- 1sa XiYi —711?
i=1

N ... yq‘ﬂ
o

i=1 i=1

o
XMNE

a=

[

e o e i

& é o

a x> nx2 1 & 2 1 (

= wragdd < - g3
8 i=1 =1

)

Cxy heisst Kovarianz der Stichprobe und si ist die Varianz der x-Werte.

Hier wurde ein Ausgleich der y-Werte beziglich der x-Werte durchgefuhrt (1. Regressionsgerade).
Ebenso hatte man die x-Werte beziiglich der y-Werte ausgleichen kénnen (2. Regressionsgerade). Die
Rechnung wird dann mit vertauschten Bezeichnungen (x « y) durchgefthrt.

Um die Korrelation, d.h. den Grad der Ubereinstimmung der gemessenen Punkte mit der Regres-
sionsgeraden zu bewerten, wird ohne weiter auf die Grundlagen einzugehen, ein Korrelationskoef-
fizient r,, definiert:
— &
My = SxSy
Der Wert von r,, liegt zwischen -1 und 1. In der Nahe von O liegt eine schwache Korrelation vor,
wahrend bei Anndherung gegen -1 bzw. 1 die Korrelation ansteigt.

(Korrelationskoeffizient von Bravais-Pearson)

- . T . T .
* L R 4 L R 4
+ o . + . + o
L R 4 * * * *
+ + . + 4 + ‘.
* * *
+ . . + . . + .
*
+ ¢ * * + & L R 4 -+ * o o
* * L ]
ry = 0.06 Iy =0.91 Iy =-0.95
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Wahrscheinlichkeit

Wahrscheinlichkeitsbetrachtungen sind im Alltag, im Beruf, in der Wirtschaft usw. immer wieder
Grundlagen fur Entscheidungen. Die Mathematik fasst die Wahrscheinlichkeiten in Zahlen, um
bessere Voraussetzungen fr Schlussfolgerungen zu schaffen.

Sichere und zuféllige Ereignisse

In der Alltagssprache verstehen wir unter einem Ereignis das Eintreten einer bestimmten Erschei-
nung, nachdem gewisse Voraussetzungen geschaffen worden sind.

Beispiele:

Sicheres Ereignis: Wenn ein Stein losgelassen wird, fallt er zu Boden.

unmdogliches Ereignis: Wenn ein normaler Spielwirfel geworfen wird, zeigt er 7 Augen an.
zufalliges Ereignis: Die Zahl 25 wird heute im Zahlenlotto gezogen.

In der Mathematik kann man mit einer solchen Beschreibung von Ereignissen nicht so viel anfan-
gen. Wir versuchen, Ereignisse mit Mengen zu beschreiben. Dazu ist es zunachst einmal interessant,
alle moéglichen Ausgange eines Zufallsversuches zu erfassen.

Stichprobenraum

Wir werfen einmal mit einem Becher drei Wirfel, einen roten, einen blauen und einen griinen. Sind
wir an der Summe der Augenzahlen interessiert, ware die Menge S ={3, 4, 5, ..., 17, 18} ein geeigne-
ter Stichprobenraum. Wollen wir aber nur unterscheiden, ob die drei Wirfel alle gleiche Augenzahl
(Pasch) aufweisen, reicht S' = {Pasch, Nicht-Pasch} als Stichprobenraum. Der Stichprobenraum
kdnnte aber auch als Tripel von Zahlen dargestellt werden: S" ={(1,1,1), (1,1,2), ..., (5,6,6), (6,6,6)}.

Ein Ereignis, z.B. die Augensumme 4 zu werfen, kann dann als Teilmenge des Stichprobenraumes
vertanden werden. E = {4} oder E" ={(1,1,2), (1,2,1), (2,1,1)}

Der Stichprobenraum S ist also die Zusammenfassung aller méglichen Einzelereignisse (Elementar-
ereignisse). Die Potenzmenge P(S) umfasst alle denkbaren Ereignisse.

Das sichere Ereignis ist somit gleich dem Stichprobenraum S, wéhrend das unmégliche Ereignis mit
der leeren Menge {} beschrieben wird. Jedes mdégliche Ereignis E kann als Teilmenge von S beschrie-
ben werden, es ist Element der Potenzmenge P(S).

Relative Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit

Beispiel: Eine Munze wird immer wieder geworfen. Die Ereignisse Kopf bzw. Zahl werden notiert.
Wir werden diese Ereignisse auch mit {0} und {1} oder ganz einfach mit O und 1 bezeichnen.

Nachdem eine Serie von Wurfen ausgefuhrt wurde, wird in einem Diagramm die relative Hau-
figkeitfur das Auftreten von Ereignis 1 nach n Wurfen aufgetragen.

z.B.: 1011000101100110

s 1 n

I}

=) —"

2~ N\,

5 < 054....w7 .1 Pl NN W Tl N B I

(0 e

I

E; o +—F——++—t++—+—t+—+—+—+—+—+—+—++—+—+—+
0 5 10 15 20

Anzahl Wirfe n

Far sehr grosses n wird der Wert fir die relative Haufigkeit ganz nahe an 0,5 herankommen. Diesen
Wert setzen wir als Wahrscheinlichkeit p(1) fir das Auftreten der Seite 1 bei einem Munzwurf fest.

Allgemein: Gegeben ist ein Stichpribenraum S mit den Elementarereignissen a;. Jedem Elementar-
ereignis wird eine Wahrscheinlichkeit p; zugeordnet.

Stichprobenraum S={ a;, a,, as, ..., a,}

P1, P2, P3: .- s Pn
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Axiome der Wahrscheinlichkeit

P ist die Wahrscheinlichkeit fir ein Ereignis E. Die Zuordnung ist eindeutig, es besteht somit eine
Funktion, welche die Potenzmenge von S auf die Menge aller reellen Zahlen zwischen 0 und 1 abbil-
det.

P:P(S)® {PT RI|0E£P£1}

P:E® P(E)

Fur die Wahrscheinlichkeit P gelten folgende Axiome:

I. P ist nicht negativ: P(E) 3 0 (furEI S)

I1. Pistnormiert: P(S) =1 (S = sicheres Ereignis = Stichprobenraum)

1. Pistadditiv: Al SUBT SUACB={® P(AE B)=P(A) + P(B)

Fur ein Ereignis E, welches Teilmenge von S ist, kann die Wahrscheinlichkeit folgendermassen
berechnet werden:

z.B.: E ={a3, ayg, ap1, asz} P(E) = p3 + P1o + P21 + P33

Fur Ereignisse A und B, welche keine leere Schnittmenge haben gilt:
P(AE B) =P(A) + P(B) - P(A C B)

Gilt A ¢ B = {}, heissen die Ereignisse unvereinbar.

Sind in S alle Elementarereignisse (Ausfalle) gleichwahrscheinlich (p; =p,=p3s=... =p, :% ), dann
kann man die Wahrscheinlichkeit fUr ein Ereignis E berechnen mit (Laplace):

P(E) _ Anzahl der Elemente in E _ Anzahl der gunstigen Félle _ g
m

~ Anzahl der Elemente in S ~ Anzahl der méglichen Falle —
Bedingte Wahrscheinlichkeit

Beispiel:

Aus der Bevilkerung wird eine sehr grosse Stichprobe von Mannern und Frauen zufallig gezogen.
Anschliessend werden alle Mitglieder der Stichprobe auf Rotgrin-Blindheit untersucht. In der
Praxis kommt man zu folgenden Resultaten: Die Anzahl der Manner (M) und der Frauen (F) in der
Stichprobe ist etwa gleich gross. Insgesamt werden ca. 4,2% Personen Rotgrinblind sein (R).
Interessant ist, dass unter den Mannern die Rotgrin-Blindheit mit 8% wesentlich starker ausge-
pragt ist, als unter den Frauen (0,4%).

Far die Wahrscheinlichkeiten gilt nun: P(M) = P(F) = 0,5

P(R]M) ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person rotgrinblind ist, wenn sie ein Mann ist.
Entsprechend ist P(R]F) die bedingte Wahrscheinlichkeit fur eine rotgriinblinde Frau.

P(R|M) =0,08

P(R|F) = 0,004

Wenn wir die Wahrscheinlichkeit fur die Aus- M =
wahl eines rotgrinblinden Mannes aus der AN <
gesamten Stichprobe berechnen wollen, mus-
sen wir P(M) und P(R | M) multiplizieren:

P(M C R) = P(M)=P(R|M) = 0,5=0,08 = 0,040
Analog bei den Frauen:

P(F C R) = P(F)=P(R]F) = 0,5=0,004 = 0,002
Die Summe P(M C R) + P(F C R) = 0,042 trifft
genau die Wahrscheinlichkeit ftr eine rotgrin-
blinde Person P(R).

R

Allgemein: Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(B]A) ist die Wahrscheinlichkeit, dass B eintritt,
unter der Bedingung, dass zuvor A eingetreten ist.

P(AC B)
P(A)
P(A C B) bedeutet die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl A als auch B eintritt. Ist A ein unmdgliches

Ereignis (P(A) = 0), so ist P(B] A) = 0 (Definition).

Esist: P(BJA) = Daraus folgt: P(A C B) = P(A)=P(B]A)

Beispiele:
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1) Aus der aufgezeichneten Urne ‘ AAAANNNNNN ‘ werden 4 Buchstaben nacheinander ohne
Zurucklegen gezogen. Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit das Wort ANNA zu erhalten?

Losung mit Baumdiagramm:

_4 _6
10 10
A N
/ 6 /\
9
A N A N
/\ ’ X /\ /\
8 8

ATAWAR A WAWAWAWA

Beim Ziehen ohne Zurlcklegen wird die Anzahl der Buchstaben in der Urne bei jedem Zug
verandert.

3
7

Dicker Pfad: P("ANNA") = 1t = S « 2 « 2= 0.0714

Entlang eines Pfades kdnnen die Wahrscheinlichkeiten multipliziert werden.

2) Aus der Urne aus Aufgabe 1) sollen zwei A und zwei N gezogen werden (Die Reihenfolge ist
unbedeutend). Es wird wiederum ohne Zurtcklegen gezogen.

In der Zeichnung oben sind die zielfUhrenden Pfade mit einem Strich markiert (6 Pfade). Die
Wahrscheinlichkeit, zwei A und zwei N zu ziehen, erhalt man als Summe der einzelnen
Pfadwahrscheinlichkeiten.

P(2A und 2 N) = P(AANN) + P(ANAN) + P(ANNA) + P(NAAN) + P(NANA) + P(NNAA) =
4 3 6 5 4 6 3 5 4 6 5 3 6 4 3 5 6 4 5 3 6 5 4
8

S 10987 T 10°9°8°7 1t 10987 T 10987 T 10°9°8°7 t 109"
6 5 4 3
=6*g*g=g=7 = 0429

3) Jedesmal, wenn Professor X sieben Personen besammen sieht, wettet er 100 : 1, dass darunter
mindestens zwei Personen vorkommen, die am gleichen Wochentag geboren sind. Wie gross ist
die Wahrscheinlichkeit, dass er die Wette verliert?

In diesem Fall berechnet man besser die Gegenwahrscheinlichkeit p, namlich, dass alle 7 Perso-

nen an verschiedenen Wochentagen geboren sind.
= 7 6 5 4 3 2 1 7

p=cese - ece-e-e 7:7;:0,00612<l/100
4)  Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, in einem Wurf mit funf Wirfeln genau drei gleiche Au-
genzahlen zu werfen?

Es wird mit kombinatorischen Mitteln die Anzahl der glinstigen und der méglichen Falle ermit-
telt. Beim Abzé&hlen der gunstigen Falle ist zu beachten, dass die 3 gleichen Augenzahlen auf 5
Wairfel verteilt sind (Kombination von 5 Elementen zur Klasse 3).

m =6°

g=(5)-6-5-4 = 1200
_ g _ 1200 _

P=r= R 0,154
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Die Formel von Bayes

Von den beiden Ereignissen A und B sind ihre Wahrscheinlichkeiten gegeben. Ferner ist die
bedingte Wahrscheinlichkeit von P(B]A) bekannt. Unter diesen Voraussetzungen kann man die

bedingte Wahrscheinlichkeit P(A|B) berechnen.
geg.: P(A), P(B), P(B]A)

Bekanntlich gilt: P(B]A) = P‘;‘(/E)B)

Daraus folgt: P(A C B) = P(A)=P(B]A)

Entsprechend muss gelten: P(A|B) = PS4 ynd somit: P(A C B) = P(B)=P(A|B)

P(B)

Vergleicht man die Ergebnisse rechts, so erhalt man:

P(A)=P(B]A) = P(B)=P(A]B)
Aufgelost auf P(A|B) ergibt sich:

P(A
P(AIB) =P(BIA) = o)

Diese Beziehung kann man verallgemeinern. Wir setzen A = E;. Damit erhalt man:

P(Ej)
P(Ei|B) = P(BIE) = 5

P(B) kann durch die totale Wahrscheinlichkeit 5 P(Ej)=P(B|E;) ersetzt werden.
i=1

Die Bayes-Formel heisst dann allgemein:

_ _P(BIE) ® P(Ei)
P(EIB) =~ =
a P(Ej)-PBIE)
i=1

Beispiel: Der gestdrte Nachrichtenkanal

Das nebenstehende Bild zeigt einen Nachrich-
tenkanal. Durch diesen Kanal werden die
Zeichen 0 und 1 Ubertragen. Wegen Stérungen
(Gewitter, Offnen und Schliessen von Schal-
tern usw.) wird manchmal eine gesendete 0 als
1 empfangen und umgekehrt.Wir nehmen an,
dass das Schicksal eines jeden Zeichens durch
das abgebildete Glucksrad gesteuert wird, d.h.,
dass jedes Zeichen mit der Wahrscheinlichkeit
g = 0,2 gedndert wird. Ein solcher Kanal heisst
binar symmetrisch.

Es soll eine wichtige Nachricht Ubermittelt
werden, die aus dem einen Zeichen 1 besteht.
Um die Nachricht vor einer Verfalschung zu
schitzen, wird 11111 statt 1 gesendet. Der
Empfanger kann 32 verschiedene Nachrichten
Empfangen. Bei der Deutung der Nachricht
trifft er eine Mehrheitsentscheidung. Enthalt
die Nachricht mehr Einsen als Nullen, so wird
sie als 1 gedeutet, anderfalls als 0. Die Ldsung
kann mit der Binomialverteilung gefunden
werden.

101001
— >

Gewitterwolke
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Wenn aber z.B. eine Nullfolge seltener als eine Folge von Einsen gesendet wird, ist die Dekodirung
durch Mehrheitsentscheidung nicht mehr das Richtige. Nehmen wir an, dass eine Nullfolge 0000000
gesendet worden sei. Die Wahrscheinlichkeit fir eine Nullfolge sei 0,1. Wie gross ist die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Nullfolge gesendet wurde, wenn 0100110 empfangen wurde?

0,1 0,9
Senden 0000000 1111111
0,84 0,23 0,24 0,83
Empfangen 0100110 0100110

Als Ereignis A wird 0000000 senden und als Ereignis B 0100110 empfangen bezeichnet. Dann gilt:
P(A) = p(0000000 senden) = 0,1

P(B) = p(0100110 empfangen) = 0,1=0,84=0,23 + 0,9=0,24=0,83

P(A C B) = p(A)=p(B]A) = 0,1=0,84=0,23

Nach der Formel von Bayes gilt:

_ P(A) _ P(A)-P(BIA) _ PAC B)
PAIB)=PBIA) *5@) = @ - rE)

P(A]B) = Wahrscheinlichkeit, dass 0000000 gesendet wurde, wenn 0100110 empfangen wird.
P(A C B) = Wahrscheinlichkeit, dass 0000000 gesendet wurde und 0100110 empfangen wird

Somit ergibt sich:

4 53
_P(ACB) _ 0.1=0.8%=0.2 4
P(AIB)="5@ = 0.120.8%40.23 + 0.9-0.2%=0.83 ~ 13

=0.31

Hier folgt, dass der Block 0100110 als 1 zu lesen ist, obwohl die Nullen in der Mehrzahl vorhanden
sind.

Far ein zweites Beispiel nehmen wir an, dass 00100 empfangen wurde, wobei die Wahrscheinlich-
keit flr eine Nullfolge beim Senden 0,01 betragen soll.

0,01 0,99
Senden 00000 11111
0,840,2 0,240,8
Empfangen 00100 00100

P(A) = p(00000 senden) = 0,01
P(B) = p(00100 als 0 lesen) = 0,01=0,8%*=0,2 + 0,99=0,24=0,8
P(A C B) = p(A)*p(B]A) = 0,01=0,8=0,2

_P(ACB) _ 0.01-0.8%=0.2 _ 64 _
P(AIB) ="5@) = 01-08%02+099-02%-05 — 163 = 0:393

Die Nachricht wird man als 1 lesen mussen, obwohl die Nullen in der Uberzahl sind!
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Lineare Algebra

Lineare Abhangigkeit und Unabhangigkeit von Vektoren

Ein Vektor & ist von den Vektorengl, gz, gn linear abhéangig, wenn er sich als Linearkombi-
nation dieser Vektoren darstellen l1asst, er ist linear unabh&ngig von diesen Vektoren, wenn er sich
nicht als Linearkombination dieser Vektoren darstellen 1asst.

Eine Menge von Vektoren Sl, %2, gn} ist linear abhéngig, wenn sich mindestens ein Vektor aus
dieser Menge als Linearkombination der Ubrigen darstellen l&asst.

Eine Menge von Vektoren {gl, gz, gn} ist linear unabhangig, wenn sich kein Vektor aus dieser
Menge als Linearkombination der Ubrigen darstellen lasst.

Eine Menge von Vektoren {gl, gz, gn} ist genau dann linear unabhéngig, wenn die Gleichung
ki, +Kf, + ... +ka,= 0 nurmitk, =0 Uk, =0U...Uk, =0 erfullt ist.

Beweis (in zwei Teilen):
@ ® ® - _—
1. Voraussetzung:{aq, a,, ..., a,} sei linear unabhéngig
Behauptung: Die Gleichung (1) klgl + kzgz +...+ kngn = 8 ist nur mit
k; =0Uk,=0U ... Uk, =0 erfillt.
Beweis: indirekt; Annahme: Es werde die Gleichung (1) mit mindestens einem k;* 0 erfullt.

zB k! 0
® ®
k1a1+ k2a2 .+ kna%: 0 umformen p
®
klal— -k2a2- - kna, l'’k;t 0
® _ ke kn ®
1= -j a7 an

Das heisst aber, dass sich gl als Linearkombination der Ubrigen Vektoren
darstellen lasst, die Menge ist somit linear abhangig. b Widerspruch zur
Voraussetzung. Damit ist die Behauptung bewiesen.

2. Voraussetzung: Die Gleichung klgl + kzgz + ...+ kngn =B ist nur mit

k, =0Uk, =0U...Uk, = 0 erfillt.

Behauptung: Die Menge {%1, gz, gn} ist linear unabhéngig.

Beweis: indirekt, Annahme: Die Menge {gl, gz, gn} sei linear abhéangig.
Damit kann aber mlndestens ein Vektor als Linearkombination der Ubrigen dar-
%estellt werden. z B. aé— I 2a2 I ngn umformen p
al—lzaz— —Inan =0
Der Koeffizient von al ist aber jetzt 1, d.h. * 0 b Widerspruch zur Voraussetzung.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

Folgerungen

Eine Menge, welche den Nullvektor enthalt, ist linear abhéngig.

Eine Menge, welche ein Vielfaches eines anderen Vektors enthalt, ist linear abhangig.

Eine Menge, welche eine Teilmenge von linear abhéangigen Vektoren enthélt, ist linear abhangig.
Jede Teilmenge einer linear unabhangigen Menge von Vektoren ist auch linear unabhangig.
Jede Menge von mehr als n n-dimensionaler Vektoren ist linear abhangig.

Vektoren in Ebene und Raum

kollinear: Vektoren sind kollinear, wenn sie parallel zur selben Geraden stehen.
(also: zwei oder mehrere kollineare Vektoren sind linear abhangig.)

komplanar: Vektoren sind komplanar, wenn sie zur selben Ebene parallel verlaufen.
(also: mehr als zwei komplanare Vektoren sind linear abhangig.)
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Der lineare Vektorraum

Eine Menge V ist Giber dem Kérper K ein Vektorraum, wenn folgendes gilt:
Q) V ist eine kommutative Gruppe bezlglich der Addition.

(2) Die Multiplikation mit einem Skalar kT K ordnet jedem Element ai v eingdeutig ein Ele-
mentke2a 1 V zu.

(3)  ke@ +B)=ke& + keb ki K; 8,81 v

@)  (ky+Ky)*8 =k;=a + ko*a ki ko1 K;81 V

(5) klé(kz?@g) = (ky=k,)=a ki kol K81 V

(6) lea =a
Basis des Vektorraums

Eine Teilmenge B eines Vektorraums V heisst Basis von V, wenn B linear unabhangig ist und den
ganzen Raum V aufspannt (d.h. alle Elemente von V lassen sich durch Linearkombination der Basis-
vektoren erzeugen).

Dimension von Vektorraumen
Ein Vektorraum hat die Dimension n, wenn er durch eine Basis von n Vektoren erzeugt wird.

Jeder Vektor kann als Linearkombination der n Basisvektoren dargestellt werden. Man erhalt also
die Summe von n Komponenten. Oft werden die skalaren Koeffizienten zu einem Zahlenschema
zusammengestellt.

Basis B = {%l, gz, %n}
&0
2=

9

n

® ® ® ®
X =ki®a; + ky®a, + ... + kpy=a, =

Beispiele von Vektorrdumen

1-dimensionaler reeller Vektorraum: Basis B = {%};
Vi={X | %K =ke&; ki R}

2-dimensionaler reeller Vektorraum: Basis B = {g, %};
V2= {X | X =ki8 + ko*B: ky, ko T R}

3-dimensionaler reeller Vektorraum: Basis B ={a, b, c};
V3= {% | % = kyed + koD + kseC; ky,ka,ksl R}

. . . ® ® ®
n-dimensionaler reeller Vektorraum: Basis B ={a,a,, ..., a,};

® R
V= {% | X = ko8, + Kooy + ... + koo8, = A ks K, Ko, ..., ko1 R}
i=1
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Die Gerade

Eine Gerade g ist durch zwei Punkte P, und P,
eindeutig festgelegt (und zwar gleichgiltig,
welche Dimension der Raum hat). Gesucht ist
nun eine Gleichung , welche von allen Punkte
der Gerade erfullt werden kann. Da Punkte
durch ihren Ortsvektor eindeutig festgelegt
werden, kann man eine Darstellung des
Ortsvektors zum beliebigen Punkt P auf der
Geraden suchen. Es gilt:

® ~
F=F +kePiPo=Fi+ked (kT R)

Die Ebene

Eine Ebene im Raum ist durch drei Punkte, welche nicht auf einer Geraden liegen, eindeutig fest-
gelegt.

L L ®_® ® ® ® ® N
Far jeden Punkt der Ebene gilt: ¥ = ¥ + k*PgP; + ky*PoP, =T+ k=a + kQ-% (ki, ko 1 R)
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Normalenform von Gerade und Ebene
RePP=0
Re(f - =0
Ret -Beto=0
Bei festem Normalvektor n ist der Ausdruck
® ® ® ®
nergy konstant. (nery =-k)
net +k=0
@)
2-dimensional 3-dimensional
e (X.a_(m o &0 o 210
r=\y)n={n, r:§+,n: 2T
7] N4)
Gerade in der Ebene: Ebene im Raum:
an+n2y+k:0 an+n2y+ n32+k:0
Allgemeine Geradengleichung: Allgemeine Ebenengleichung:
Ax+By+C=0 Ax+By+Cz+D=0
A 280
Der Vektor ( B) ist Normalvektor zur Geraden.  Der Vektor gBZist Normalvektor zur Ebene.
@

Hessesche Normalenform (HNF)

In der Hesseschen Normalenform wird anstelle eines beliebigen Normalvektors R der Einheitsvektor

in Richtung R eingesetzt. Dann erhéalt man:
® ®
ner +k
—w®, =0
n|

Gerade:
Ax+By+C
X y _o

\JA2 + B2

Ebene:

Ax+By+Cz+D -0

\A? + B2 + C2
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Abstand eines Punktes von einer Geraden bzw. Ebene

Rt +k
HNF der Geraden/Ebene: —s— =0

In|

=+d
Gerade in der Ebene: Ebene im Raum:
AXx + By + C =0, Py(X1, ¥1) Ax+ By +Cz+ D=0, Pi(X1, Y1, 21)
d_lAX1+By1+C| d_lAX1+By1+C21+D|

\A? + B2 A2 + B2 + C2
Beispiel: Hohe eines Dreiecks (2-dim), Dreieck A(2/4), B(5/7), C(3/9)

Die Hohe ist der Abstand eines Eckpunktes
von der gegeniberliegenden Seite.
. 7-4
Seitec:y-7=5,(x-5)
y-7=x-5 x-y+2=0
_ ]1=3-1-9+2]

ho="1——=22l =283
14+1 B

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Matrizen Mathematik

H B 33

Matrizen

Unter einer Matrix versteht man ein rechteckiges Schema von Elementen

o 8z .- Ap O
dryq; do ... aon _
A= -

o

11- - 99+« weee . . 4p é --Zeile

dz1 8z ... @8 -

8mi @m2 .- @mn aAmi Am2 ... amnﬂ

Spalte
Format: (m,n) = (Anzahl Zeilen, Anzahl Spalten)
Haufig wird als Kurzschreibweise fur die (m,n)-Matrix die Form (A); geschrieben.
Rang einer Matrix

Unter dem Rang r einer Matrix versteht man die maximale Anzahl linear unabhéngiger Zeilen- oder
Spaltenvektoren.

Transponierte Matrix A'

Werden die Zeilen mit den Spalten einer (m,n)-Matrix vertauscht, so erhdlt man die sogenannte
transponierte Matrix. Sie hat das Format (n,m). Die transponierte Matrix wird mit A' bezeichnet.

Yz
Oft aber sind auch die Bezeichnungen AT oder A zu finden.

ot a2 ... @i 0 oS 8 - @m O
Ay, do ... QApp _ djp Az ... Qm2 T

A= - A = - (A)Y=A
Ami Am2 ..~ @mn g din Aon ... Qmn g

Quadratische Matrix

Ist bei einer (m,n)-Matrix m = n, so hat sie gleichviele Spalten wie Zeilen. Eine solche Matrix heisst
guadratisch.

-Nebendiagonale
P 2z - aun 0

a.z]_ 'azz/ L7 -/. . a2n

‘ap @z . atrm\g

- Hauptdiagonale
Symmetrische Matrix

Gilt fur eine quadratische Matrix A = A, so ist die Matrix symmetrisch. Durch Spiegelung an der
Hauptdiagonalen geht eine symmetrische Matrix in sich selbst tber.

Gilt fur die Transponierte einer Matrix die Beziehung A = - A', so nennt man die Matrix A schief-
symmetrisch.
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Nullmatrix Einheitsmatrix
&’ 0 - 00 el - 00
0 0 .. 0~ 0 1 .. 0~
O= - E= -
0 0 09 0 0 19

Format (m,n)
Dreiecksmatrix

obere Dreiecksmatrix

azn

g o
0 ap Azn-2
0 O
0 O

0 amn-l amn

o
5 %

_zé
19

>

I
DO
a o N
N O A W

Qip1  Ain O

Die Einheitsmatrix ist quadratisch

untere Dreiecksmatrix
g °
az; axp 0

dz; Az Aasz

OOII
0 0 —

2

Ami 8m2 ams

obere Dreiecksmatrix:

&370
045
00 2L
0coo0d

Amn-2 00

untere Dreiecksmatrix:

& 0090
140
5 0 -2+
5 219
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Rechnen mit Matrizen

Gleichheit von Matrizen

ol ar ain O %’11 b1, bin O

ap; azy ... Aapp _ bo1 by bon _
A= - B = -

Ami @m2 .-+ Amn 9 Pmi Bm2 Bmn 9
A und B sind gleich, wenn sie in allen Elementen UGbereinstimmen.
A=BU a=bymiti=1,2, ... mk=1,2,...,n
Addition von Matrizen

%11+b11 a12+b12 a1n+b1n (.j A+B=B+A (kommutatiV)
axthy  agp+hy, axntban _
A+B= - A+(B+C)=(A+B)+C (assoziativ)
A tbr a-tb a+b 7] Man kann nur Matrizen vom gleichen Format
ml mil m2 m2 - mn mn addieren!
Man addiert zwei Matrizen, indem man alle
ihre Elemente addiert.
Addition der Nullmatrix: A+O=0+A=A
Subtraktion von Matrizen
%)11 b, b1n O %bll -b1p -b1n O

ba by . by T by -ba -bon T
B = - -B = -

bml bm2 bmn g 'bml 'bm2 'bmn g

Die Matrix -B ist die negative Matrix zur Matrix B. Damit kann die Subtraktion von Matrizen

definiert werden.

gll'bll

as1-byy

ajz-byy
agy-byy
A-B =A+(-B) =

aml'bml am2'bm2

Multiplikation mit einem Skalar

%all lag, : U O

lay, lay ... lay, ™

| A= -
lam | ams I amn 17}

a1n'b1n O

a2n'b2n _

a-mn'bmn g

Man multipliziert eine Matrix mit einem
Skalar, indem man alle Elemente der Matrix

mit dem Skalar multipliziert.
| «A = Ae|
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Multiplikation von Matrizen

Es seinen die beiden Vektoren & und B gegeben:

a1 0 ab1 ¢
§=¢% T b= gbz =. Ihr skalares Produkt ist 8B = ajb; + ab, + ... + ab, = 4 aib;
% * EEER i=1
as 9 bs 9

Ebenso kann man das skalare Produkt der Vektorengr und %t mit gr%F arbip + apby + ... + abg
= garibit berechnen. Die Vektorengi (i=1, ... r) kdnnen als Zeilenvektoren einer Matrix A und die
i=1

Vektoren %j (=1, ..., s) als Spaltenvektoren einer Matrix B verstanden werden.

o A .. A () ay B b .. b
— ® —_—
a a .. QApg ¢ a, Po1 bap ... by
A= 21 22 2s _ 2 B = _
Q1 Q2 ... A 9 grl Psi bsz ... Dbt 9
By B,
Nun wird das Produkt von zwei Matrizen A=B folgendermassen definiert:
3 S
alalibil _alalibiz _alalibit 0
i= i= 1= —
ot a1z ... As Owll by, ... blto .
- - S S S e
Ay Ay ... A T Wby by o by T aazbip aaxbip ... aazbi .
AeB = - _—= i=1 i=1 i=1 -_
ar1 arp ce rs g by bsy ... Db g 8 —
8 8 $ :
aagbir aambip ... aapb;
b rivil 2 ridi2 ) riMit ﬂ
Format: (r,s) (s,t) (r,v)
Beispiel:
a2 2 40 2 2 18 a6 260
a=G L 30T gl 3 4 c=a-8=G 2 T
‘éz-s 4+ ‘g L 55 -AT ‘(Cé\-g 6+
o 1 09 3 49
Format: (4,3) (3,2) (4,2)
Fur das Multiplizieren von Matrizen kann man sich an das folgende Bild halten:
- | =
- | -
7] - g

Die erste Matrix muss also gleichviele Spalten haben wie die zweite Matrix Zeilen hat. Als Resultat
erhalt man eine Matrix, welche soviele Zeilen wie die erste und soviele Spalten wie die zweite Matrix
hat. Wie man sieht, ist die Multiplikation von Matrizen nicht kommutativ. Im obigen Beispiel kann
man nicht BeA bilden, weil B zwei Spalten, aber A vier Zeilen hat. Das Produkt von zwei Matrizen
ist ja nur definiert, wenn die Anzahl der Spalten der ersten Matrix gleich der Anzahl der Zeilen der
zweiten Matrix ist.

Fur die Multiplikation von Matrizen gelten aber das Assoziativgesetz und das Distributivgesetz.

A<(B=C) = (A=B)=C assoziativ
Ae(B +C)=A<B + A=C distributiv

Bei der Multiplikation einer Matrix A mit der Einheitsmatrix E beleibt die Matrix A unveréndert.
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wll ajo aqn (.j &1 0 0 (.j

aoq aoo aon - 0 1 0 -
AeE = -~ —=A
ami 8m2 - @mn 17} o o0 .. 1 17}
(m,n) (n,n)
el 0 .0 O 1 Az - @ O
0 1 ... O - dy; ap aon -
EeA= -~ —=A
O o0 .. 1 1%} ami @m2 .- Qmn g
(m,m) (m,n)

Auch Vektoren kénnen als Matrizen aufgefassst werden.

a1 0 a1 0
. . ar = . L . . a, =
Der n-dimensionale Vektor & = 2 =ergibt die einspaltige (n,1)-Matrix A = E 2 x.
6 o, B & o, B
Mit Matrizen kann man Gleichungssysteme sehr einfach aufschreiben:
b1=a11X1+ +a1an S a a L L
1 11 12 1 1
b, =ay X, +... + ax Xy %) 9 & A 9 e 9
by = a ax ax & X2
b= - A= - X= -

bm = AmXy t ... T amXn bm Q 8m1 @m2 «+ @mn g Xn z
b =A%

Weitere Regeln:
Far die Multiplikation von transponierten Matrizen gilt: (A=B)' = B'=A'
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Inverse Matrix A-1

Es sei A eine n-zeilige quadratische Matrix vom Rang n. Ferner sei das Gleichungssystem B = Ak
gegeben.

Dieses Gleichungssystem lésen, heisst, alle Werte fur x;, X,, ... zu suchen, welche das Gleichungs-
system erftllen. Wenn man die Gleichung Aex = B linksseitig mit einer Matrix X multipliziert,
welche so gewdahlt sein soll, dass X=A = E (Einheitsmatrix) ergibt, dann wéare das Problem gelost.
Man erhalt dann:

(XeA)e% = X=B

Ee% = X<
% = x<b
% = Al

Die Matrix X heisst Inverse Matrix zu A und wird auch mit A-1 bezeichnet.
Achtung: Bei der Multiplikation muss auf die Seite (hier: links) geachtet werden!
Fur die zu A inverse Matrix Al gilt also: AleA=A=Al=E

Um die Elemente der inversen Matrix zu bestimmen, kann man naturlich das Gleichungssystem
nach einem bekannten Verfahren lésen (z.B. Additionsverfahren). Es gibt aber auch Mdglichkeiten,
die Matrix A formell zu bearbeiten, um Al zu erhalten. Das Invertieren von Matrizen ist und bleibt
aber eine aufwendigen und langwierige Prozedur. Mit Computerprogrammen fur Mathematik kann
man heute sehr schnell auch grossse Matrizen invertieren. An einem einfachen Beispiel sei hier das
manuelle Invertieren gezeigt.

el 2 13
A=C 2 1 -1
3 -2 20
X1 — 2X2 + X3 = yl e? 3
2X1+ Xp— Xz =Y, [=(-1)
33X —2%; + 2X3 = Y3 =(-1)
5X, +3X3 =2¥1— Ya =(-4)
-AX; + X3 =3y - Y3 |[*5

-TX3 = 7)/1";1 4Y2—5 5Ys3
Xz ==Y1—7Y¥2%7Ys

3 2 1 1 3
X2 =5X3—s5Y1tsgY2=-Y1—7Y2t7Y3

2 1
=Y+ 2X = X3 =-3Yo+ 33

6 o0 219

j:§§ 7 1 3%
[} 7 -4 59

X
e

e

NGO Glw N

>

AN

1

! 1

=

1 1
NI N NN
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Matrixoperationen mit MatLab

MatLab starten, es erscheint das Command-Fenster mit dem »-Zeichen als Prompt. Hierauf kann
eine Eingabe gemacht werden. Zeilen ohne das »-Zeichen sind Ausgabezeilen. Eine Matrix wird in [ ]
-Klammern gesetzt. MatLab ist matrizenorientiert. Das Grundelement ist die komplexe (m,n)-
Matrix. Deshalb ist das Rechnen mit Matrizen in MatLab auch sehr einfach.

Eingabe einer Matrix:

Elemente einer Zeile durch Blanks oder Komma trennen, Zeilen durch Strichpunkt trennen.
Eingabe einer (4,3)-Matrix A, einer (3,2)-Matrix B und einer (4,3)-Matrix C:

»A=102,2,4,1,3,-1;2,-3,4;0,1, 0]
A =
2 2 4
1 3 -1
2 -3 4
0 1 0
»B=1[2,-1;3,4;-1,5]
B =
2 -1
3 4
-1 5
»C=12,3,7,-1,4,5;5,0,-2;5, 2, 1]
C =
2 3 7
-1 4 5
5 0 -2
5 2 1
Summe Differenz
»A + C »A - C
ans = ans =
4 5 11 0 -1 -3
0 7 4 2 -1 -6
7 -3 2 -3 -3 6
5 3 1 -5 -1 -1
Transponierte Matrix A'
»A
ans =
2 1 2 0
2 3 -3 1
4 -1 4 0
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Multiplikation mit einem Skalar
»5* A
ans =
10 10 20
5 15 -5
10 -15 20
0 5 0
Multiplikation von Matrizen
»D = A*B »C*B
D = ans =
6 26 6 45
12 6 5 42
-9 6 12 - 15
3 4 15 8
Nullmatrix
»zeros(3) »zeros(5)
ans = ans =
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
Einheitsmatrix
»eye(3) »eye(5)
ans = ans =
1 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
Dreiecksmatrizen
Obere Dreiecksmatrix Untere Dreiecksmatrix
»C »triu(C) »tril(Q)
C = ans = ans =
2 3 7 2 3 7 2 0 0
-1 4 5 0 4 5 -1 4 0
5 0 -2 0 0 -2 5 0 -2
5 2 1 0 0 0 5 2 1
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Vektoren
Spaltenvektor: Zeilenvektor:
»a = [2;-5;6] »b =[2,-5, 6] »a'
a = b = ans =
2 2 -5 6 2 -5 6
-5
6
Rang einer Matrix
»A »rank( A)
A= ans =
2 2 4 3
1 3 -1
2 -3 4
0 1 0
Anzeige einzelner Elemente
Um ein einzelnes Element der Matrix A anzuzeigen, gibt es den Befehl A(Zeile,Spalte).
»A(4, 2) (@) »A(3, 3) (ass)
ans = ans =
1 4
Inverse Matrix Al (nur fir quadratische Matrizen)
»A =1[2,4,9,4,-3,2;,-2,0,5] »i nv(A)
A= ans =
2 4 9 0. 0833 0.1111 -0.1944
4 -3 2 0. 1333 - 0. 1556 -0.1778
-2 0 5 0. 0333 0. 0444 0. 1222
Losung eines Gleichungssystems
Ak =B
»A=12,3,-1;1,5,0;4,-2,0] »b = [-3;-3;10]
A= b =
2 3 -1 -3
1 5 0 -3
4 -2 0 10
»X = inv(A)*b oder:
X = »Xx = Ab
2 X =
-1 2
4 -1
4
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Determinanten

Eine Determinante ist ein Zahlenschema mit einem bestimmten Wert. Schon bei den Matrizen
wurden Zahlen in einem Schema notiert. Eine Determinante kann man von einer quadratischen
Matrix bilden. Wir brauchen dann noch eine Regel, um ihren Wert ausrechnen zu kénnen. Fur
zweizeilige und dreizeilige Determinanten wurden Berechnungsregeln angegeben (siehe S. 27). Hier
nochmals die zweizeilige Determinante:

- Nebendiagonale

i a; by :|: :|:7'\al by 1

D= I =ab,-ab O |

J[ a, b, | 102 - apby l‘,raz \bz\i
“Hauptdiagonale

Im allgemeinen Fall haben wir eine n-zeilige Determinante. Sie soll auf jeden Fall quadratisch sein

und hat somit auch n Spalten. Die Anzahl der Elemente in dieser Determinante ist n2.

j a; app .. ain I
J. a21 a22 . azn II.
D= J |
1 An1 Ap2 ... Ann |

Der Wert dieser Determinante wird durch Entwickeln nach Unterdeterminanten berechnet.

Die Unterdeterminante A;; des Elements a;; (sie heisst auch Adjunkte von a;) ist eine mit (-1)'*
multiplizierte Determinante, die dadurch entsteht, dass in der urspriinglichen Determinante die i-te
Zeile und die j-te Spalte gestrichen werden. Aj; ist eine (n-1)-zeilige Determinante.

L all a12 alj aln 1 L all alj_l a1j+1 aln L
I Ay Ay ... Ay ... Ay I I I
- a e T Aj11 .- ai_lj_l ai_1j+1 oo Qjan Yy
D=, l Aij = i, 1
I Qi1 Rz e jj e am'l : I Qi+11 - Rjrrja1 Rirrj+r -+ Qjrin I
I an, apny ... a:nj . Apn I I ant ... @npj1  @njl - &8mn I
Beispiel:
| an a1z s | : i
| | [ an anpt
D= | far B2z Agz = (-1)7+% 1 =-(ay; ag - aza;)
| X t as as 1
dz1 azz Aaszs

Der Wert einer n-zeiligen Determinante ist die Summe der Produkte aus den Elementen einer
beliebigen Reihe und der dazugehdérigen Adjunkten:

D= é’f ajjAjj = é’f aijAjj (Entwicklungssatz von Laplace)
i=1 =1

Beispiel: Die Determinante D wird nach der 1. Spalte entwickelt:

I aun a;p ag] S o )
D = .I. a21 a'22 a23 .I. = a111: aiz azz 1 - a21| 12 13 | 31| 12 13 | =
I

dzy dsz | dpy Aoz |

as1 asz2 a33|

= a11(aza33 - A32873) - Ax1(Q12833 - A13832) + A31(A12823 - A382))
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Vorzeichenschema:

3-zeilige Determinante: j allgemein:_l_ + - + - |

|
+
|

Entstehen beim Entwickeln einer Determinante zundchst Unterdeterminanten mit mehr als 2
Zeilen, missen diese wiederum nach Unterdeterminanten entwickelt werden. Dies ergibt aber oft
eine Unzahl von zu berechnenden zweizeiligen Determinanten. Es gibt allerdings Regeln zum Um-
formen einer Determinante. Mit diesen Regeln kann die Arbeit vereinfacht werden.

Rechnen mit Determinanten

1. Der Wert einer Determinante bleibt erhalten, wenn alle Zeilen mit allen Spalten unter Beibe-
haltung |hrer Relhenfolge vertauscht werden. (det A = det A")
fan apf 1 an ax |
i i 1 1 =apdpp - @281
ay1 Qapp ap ap

2. Eine Determlnante andert ihr Vorzeichen, wenn zwei belleblge Reihen vertauscht werden.

I ann ap .: I ax Aax I
i 1 = @182 - Q1281 = - (@181 - Axa11) = Jf Jf
dp; Ao ;1 agp

3. Eine Determinante wird mit einem Faktor k multipliziert, indem man alle Elemente einer
beliebigen Reihe mit diesem Faktor multipliziert.

I an alzi 1 kag; kale
1. doq a221. 1 aoy adoo 1

4. Der Wert einer Determinante bleibt erhalten, wenn zu einer Reihe ein Vielfaches einer anderen
Relhe addiert wird.

:: ajn + kay agp + kay 1 | a1 ap |
] 1: = ap18y + Kayay; - @817 - a1Kayy = @118, - a08; i |
doq doo az1 A

5. Der Wert einer Determlnante ist Null, wenn zwei Reihen linear abhéngig sind.

a bj }
fra kot “fa 1_k(ab_ab)_

Beispiel fur die Entwicklung einer Determinante nach Zeilen und Spalten

Zum Berechnen mehrzeiliger Determinanten wird oft die Regel 4 benttzt. Durch geeignetes Addie-
ren von Vielfachen kénnen in einer Reihe alle Glieder bis auf eines zu Null reduziert werden. Dann
ist das Entwickeln nach dieser Reihe kein Problem mehr. An einem Beispiel soll diese Methode
gezeigt werden:

| 7 -4 8 -5afs | 71 -4 8 '5.|.

& . -10 0 -5 20 10M +2eZeile 1

| 24 2 3 4 20] | l _

| 5 = 10 w0 -] 16 0 7 -36 -17]: = +3eZeile 1

}J] 166 1 -2 35 26.|. | 9 0 -6 43 21.|. + Zeile 1
23 2 -12 -4 -17 9 0 -4 -20 -7 -2«Zeile 1
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2eSp.2  +4=Sp.2 +2Sp.2
I -10 20 1o-|-

] o T 2 7 -8 -3'|'
= (_1)..|. 16 7 -36 -17.|. = (-1)7 .

9 -4 20 -7
:I. 2 8 |
G R NN | +3-Zeile 1
[ 17 -36 _15.|. '5.Zei|e 1
l 2 -8 3| T i
[ | I 9 -5
= (-5)']‘ 9 '5 OIII = (-5)-(-3)-# 4:i: = 15'(36 + 35) = 1065
I 7 24 ol

Berechnung von Determinanten mit MatLab
»A=[7,1,-4,8,-5;,-24,-2,3,4,20;-5,-3,19,-60,-2;-16, -1, -
2,35,26;23,2,-12,-4,-17]

A =
7 1 -4 8 -5
-24 -2 3 4 20
-5 -3 19 - 60 -2
-16 -1 -2 35 26
23 2 -12 -4 -17
»det (A)
ans =
1065

Eine Entwicklung nach Spalten kann mit den Funktionen rrefmovi(A) oder rrefdemo(A) demon-
striert werden. rrefmovi(A) zeigt den Eliminationsvorgang schrittweise auf dem Bildschirm,
rrefdemo(A) hat dieselbe Wirkung, zusatzlich wird der Wert der Determinante D = det(A) angezeigt.

Matrizen mit Maple V

Beispiel:

> w th(linalg);

> mtrix(2,2,[5,4,6,3]);
€5 4 {4
e u
€6 3H

Fur weitere Beispiele wird auf die Maple-Hilfe verwiesen.
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Lineare Gleichungssysteme

Ein Gleichungssystem, in dem die Variablen Xj nur in der ersten Potenz vorkommen, heisst lineares
Gleichungssystem. Es hat die Form:

1) A11X1 + A1pXp + Q13X + ... F QX = by
) A1X1 + AxpXp + AxzXg + ... + AxpXn = by
(m) AmiX1 + AmaXo + AmaXg + ...+ AmpXy = by

Es sind also m lineare Gleichungen in n Variablen.In der Matrizenschreibweise kann man dieses
Gleichungssystem folgendermassen schreiben:

A% =B

wobei A eine (m,n)-Matrix, % und B Vektoren sind:

11 Q12 ... A1 Q
aoq adoo . aon - ®
A= . X =
R -
ami Qm2 .- 8m 17}

Homogene Gleichungssysteme
Das Gleichungssystem ist homogen, wenn alle b; = 0 sind, also B=8ist Ack =0

Ein solches Gleichungssystem hat immer die trivialen Lésungen x; =0, X, =0, ... , X, = 0. Ob weitere
Losungen vorhanden sind, hdngt vom Rang r, d.h. der maximalen Anzahl linear unabhangiger Zei-
len- und Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix ab. Ist r = n, gibt es nur die trivialen Lésungen.
FUr r < n hat das Gleichungssystem nichttriviale Lésungen, also Lésungen, welche von 0O verschie-
den sind. Es gibt eine (n - r)-parametrige Losungsschar.

Ist die Anzahl Gleichungen gleich der Anzahl Variablen (m = n), hat das homogene Gleichungssy-
stem genau dann nichttriviale Losungen, wenn die Determinate der Koeffizientenmatrix O ist. In
diesem Fall ist der Rang der Koeffizientenmatrix kleiner als n.

Inhomogene Gleichungssysteme

Beim inhomogenen Gleichungssystem betrachten wir neben der Koeffizientenmatrix A noch die
erweiterte Koeffizientenmatrix A*.

11 a1 ... aq by O

. dy @p ... @px by -
A =

R —_—

ami 8m2 .- &mn Dbm 9

Haben A und A* denselben Rang r, ist das Gleichungssystem A% =B Issbar. Falls der Rang der bei-
den Matrizen zudem noch gleich der Anzahl Variablen n ist (r = n), gibt es genau einen Lsungsvek-
tor X des Gleichungssystems.

Far r < n erhalt man eine ganze Lésungsschar. Es gilt in diesem Fall: Die Gesamtheit der Lésungen
ist die Summe aus einer speziellen Lésung % des inhomogenen Gleichungssystems und einer
Linearkombination der (n-r) Losungen des zugehérigen homogenen Gleichungssystems:

S=%+ kix; + k;;)(z + ...+ kn_&n_r
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Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
Gegeben ist eine (n,n)-Matrix A.

gdnn a1z .- & Q

A= Ay QAxp ... azni

: apy @pz ... @ 9
geay - | az ... A Q
WirbildenA-1E= § 2 32l .. @ 1
S an1 an ee o Ap-| 7}

Diese Matrix heisst charakteristische Matrix, ihre Determinante ist die charakteristische
Determinante:

I a;; - | a;, ... Ay, I
j' an ap-l ... an i
det(A-1E)= |[A-1E] = 1} 1
I an1 ano ce ap- 1

Charakteristische Gleichung: det(A -1 E) =0

Wird die Determinante ausgerechnet, erhalt man ein Polynom n-ten Grades in der Variablen | . Die
Lésungen (Wurzeln) der Polynomgleichung heissen charakteristische Wurzeln, es sind die Eigen-
werte der Matrix A: 14,15, ..., 1

Eigenvektoren
Das Gleichungssystem (A - | E)-C§>< = 0 hat genau dann eine nichttriviale Lésung, wenn | ein Eigen-
wert der Matrix A ist. Zu jedem Eigenwert| 4, | 5, ..., | , gehért deshalb eine Lésung des Gleichungs-
systems.
I (A-1E)*%=9
Die Losungen dieses Gleichungssystems seien: X;;, X2, ... , Xin. IN Vektorform geschrieben:
i1 Q
Xio = . . . .
Q53(. é '2; Der Vektor @(i ist der zum Eigenwert | ; gehérige Eigenvektor.
: Xin5
Beispiel:
@2 2 -3p f-2-1 2 -3%
A=g 2 1 -6% Charakteristische Gleichung:{ 2 1-1 -61=0
1 -2 08 a2

Pl)=13+12-211 -45=0
Eigenwerte: | ; =1,=-3,13=5

Eigenvektoren fur | ; =5:
Gleichungssystem:

—TX +2X,—3%3 =0 | =(-1)
2X1—4X2—6X3 =0 I o]
—X1— 2X2 - 5X3 0 I 2 I o7
X1+ 2X5 + 5X3 0
'8X2 - 16X3 =0
-16x, —32x3 =0
X1 +2X, +5x3 =0
Xo + 2X3 0
X1 = k mko
X = 2K Zum Eigenwert | 3 = 5 gehort der Eigenvektor éZkZ
X3 = 'k 'kz
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Zahlenfolgen

Gegeben sei die Menge der natirlichen Zahlen N. Auf dieser Menge wird eine Funktion f definiert,
welche jeder natirlichen Zahl n ein Element f(n) = a,, zuordnet. Sind die Bilder der Abbildung Zah-
len, so erhalten wir eine Zahlenfolge, sind die Bilder Punkte, so haben wir eine Punktfolge. Die
zugeordneten Elemente missen nicht unbedingt voneinander verschieden sein.

f.N® R
f.n® f(n)=a,
aq, Ay, Az, Ag, A, ..., Apy .o Kurzform <a,>

Die so entstandene Folge ist eine unendliche Folge. Wird nur den ersten n Elementen der Menge N
je ein a; zugeordnet, so erhalt man eine endliche Folge. In der Mathematik sind allerdings die
unendlichen Folgen von grdsserem Interesse. Im folgenden werden wir uns ausschliesslich mit
Zahlenfolgen beschéaftigen. Ferner soll unter Zahlenfolge immer eine unendliche Zahlenfolge
verstanden werden.

Beispiele:

1) 1,1,1,1,1, <a,=1>

@ L334 <a,=1>

3) 1,3,1,2.1,3 1,¢,

@ -3.5ais - <an= (D" 0>
®  L3i.13.13.L3. 15,

(6) >.L:.a.L:.8.1,.

Ein anschauliches Bild von einer Zahlenfolge gewinnt man, wenn man die Glieder der Zahlenfolge

auf der Zahlengerade einzeichnet.

(4) 2.2 34 <a,=(-1)" ">

wln =4
ols

Intervall, Umgebung

offenes Intervall (a, b) =]a,b[={x | a<x < b}
abgeschlossenes Intervall [a, b] ={x | a £ X £ b}
Daneben gibt es noch halboffene Intervalle:
(a,b]=]a,b]={x | a<x£b}

[a,b)=[a,b[={x ]| aEx<b}

Eine Umgebung von Xxg U(X,) ist ein offenes Intervall, in dem X, liegt.
e-Umgebung von Xg: Ug(Xg) = {X | Xg-€<X < Xg+ €}
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Wachsen und Abnehmen

Eine Zahlenfolge <a,> ist monoton wachsend, wenn fur allen1 N gilt: a,,; 3 a,

Eine Zahlenfolge <a,> ist streng monoton wachsend, wenn fir allenT N gilt: a,.; > a,
Eine Zahlenfolge <a,> ist monoton abnehmend, wenn fiir allen T N gilt: a,.;, £ a,,

Eine Zahlenfolge <a,> ist streng monoton abnehmend, wenn fur alle nT N gilt: a4 < a,

Beispiel: 0,3, 2,5, &, ... <>
Die gegebene Folge ist, wie leicht zu vermuten ist, streng monoton wachsend. Wir prifen diese
Vermutung fur allenl N.

_n—l _ n
an— n !an+1_n+1
Ans1 > Ap

n n-1
n+1 n

nZ >(n-1)(n+1)

n2 >n2-1

0 >-1  wahre Aussage firni N

Beschréankte Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge <a,> ist nach oben beschréankt, wenn es eine Zahl K1 R gibt, sodass firallen N
gilt: a, £ K. K heisst obere Schranke der Zahlenfolge.

Eine Zahlenfolge <a,> ist nach unten beschrénkt, wenn es eine Zahl k T R gibt, sodass fiir alle
n1 Ngilt: a,3 k. k heisst untere Schranke der Zahlenfolge.

Eine nach oben und unten beschrankte Zahlenfolge nennt man 'beschrankt'.

Beispiel: 0, 3, 5, o g .. <>
Vermutung: obere Schranke K =2
Uberprufung:
a, =" £2
n-1 £2n
-n £1

n3-1 wahre Aussage firni N
Rekursive Definition von Zahlenfolgen

In den Beispielen am Anfang wurden Zahlenfolgen gliedweise angegeben. Aus den Gliedern konnte
leicht auf eine Form fur ein allgemeines Glied a,, geschlossen werden. Zahlenfolgen kénnen auch nur
durch das allgemeine Glied a, angegeben werden.

Eine andere Art Zahlenfolgen anzugeben ist die rekursive Definition. Es wird z.B. das erste Gleid a;
angegeben. Mit einer Rekursionsformel a,;; = f(a,) kann aus dem 1. Glied das 2., aus dem 2. das 3.
usw. berechnet werden. Mit dieser Methode ist die Zahlenfolge auch eindeutig definiert.

Beispiel:
1
a1=1, an+1:§an+ 1

7 15 31

Die ersten Glieder kdénnen leicht berechnet werden: 1,% VA8 16 e

Bei einer rekursiv definierten Zahlenfolge muss man die Glieder der Reihe nach vom Anfang der
Folge weg berechnen. Es ist eine mihsame Arbeit, wenn man z.B. das 100. Glied haben mdchte.
Aber ebenso schwierig ist es, Untersuchungen uber das Wachsen und Abnehmen oder Uber die
Schranken der Zahlenfolge durchzufiihren. Vielfach kann man eine Vermutung fur das allgemeine
Glied a,, aufstellen. Zum Nachweis dieser Vermutung wird im allgemeinen ein vollstandiger
Induktionsbeweis (siehe nachstes Kapitel) gefuhrt.

2n-1

Bei der oben angegeben Folge kdnnte man folgende Vermutung fur a, haben: a, = ot
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Vollstandige Induktion

Unter den Axiomen von Peano wurde unter Punkt 5 das "Prinzip der vollstdndigen Induktion"
aufgeschrieben. Jede Menge von natlrlichen Zahlen, welche die Zahl 1 enthalt und welche zu jeder
Zahl a, die sie enthalt, auch deren Nachfolger a* enthalt, enthalt alle natirlichen Zahlen.

Dieses Axiom zeigt auch schon die Vorgangsweise bei der Beweismethode der 'vollstandigen Induk-
tion' auf. Der Beweis muss allerdings nicht unbedingt bei der Zahl n = 1 gestartet werden, sondern
kann auch mit einer grésseren natirlichen Zahl ny beginnen, sofern die Gultigkeit der Aussage erst
ab ngy bewiesen werden soll. Es ergeben sich damit folgende drei Schritte:

1. Induktionsanfang: Die Gultigkeit der Aussage wird fir eine kleinste natirliche Zahl ny nachge-
wiesen (haufig ist ng = 1).

2. Induktionsannahme: Es wird angenommen, dass die Aussage flr eine beliebige nattrliche Zahl n
gultig sei.

3. Induktionsbeweis: Man beweist, dass aus der Annahme, welche sagt, dass die Aussage flr eine
Zahl n gultig sei, die Glltigkeit der Aussage auch fir die Zahl n + 1 folgt (Schluss von n nach n
+1).

Wenn aber die Aussage flr das ny gultig ist, folgt nach Schritt 3 die Giltigkeit auch fir ny + 1, und
bei nochmaliger Anwendung der Regeln die Gultigkeit der Aussage fir (ng + 1) + 1 = ny + 2, usw.,
das heisst, die Aussage ist schliesslich fiir alle nattirlichen Zahlen n 3 ng giltig.

Beispiel 1:
Eine Zahlenfolge ist rekursiv gegeben: a; = 1, a1 = % a,+1
Die ersten Glieder werden berechnet: 1, g AZP %5, %,

n
Far das allgemeine Glied a,, besteht die Vermutung: a,, = %
Diese Vermutung soll nun fur alle n T N bewiesen werden.
1. Induktionsanfang: n =1

Laut Angabe gilt: a; =1

1.
Wird n = 1 in der Formel eingesetzt, erhalt man: a; :% = % =1

Fur n = 1 ist die Vermutung richtig.
2. Induktionsannahme:

n

Fir eine natiirliche Zahl n sei die Aussage a, = 22,1:1 gultig.
3. Induktionsbeweis: (n ® n+1)

Gemass Rekursionsformel gilt: a1 = % a,+1

n
Gemass Induktionsannahme gilt: a, = 22,]:11
Die erste Gleichung wird jetzt zu:
1 121 _ 2" _ 2140 Ml

an+1_§an+1_§ 2n-l+1_ on +1= on ~  on

Dies aber ist genau jenes Ergebnis, welches man in der vermuteten Formel fur (n + 1)

erhalt.

Beispiel 2:

Far eine n-gliedrige Summe wird eine Summeformel vermutet:
sSp=1+3+5+ ...+ (@2n-1)=n2 furallenT N
1. Induktionsanfang: n =1

links: 1

rechts: 12 = 1, somit ist die Formel fiir n = 1 richtig.

2. Induktionsannahme:
Fur ein bestimmtes n gelte die Summenformel s,, = n2

3. Induktionsbeweis: (n ® n+1)
Jetzt wir die (n+1)-gliedrige Summe s, =1 +3+5+ ... + (2n - 1) + (2n + 1) angesetzt. Es
ist Sps1 =Sp+ (2n + 1) =n2 + 2n + 1 = (n + 1)2. Dieses Ergebnis wird aber genau fur die
(n+1)-gliedrige Summe s,,; erwartet.

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



Folgen und Reihen Mathematik
L] g

H B 50

Beispiel 3:
Fur alle nattrlichen n 3 5 gelte die Ungleichung 2" > n2,
1. Induktionsanfang: n =5
Zwar ware die Ungleichung auch fur n = 1 erfillt. Jedoch fir n = 2, 3, 4 gibt es keine wahre
Aussage. Erst wieder fir n = 5 wird die Ungleichung erftllt, sodass wir den Beweis dort
aufbauen kénnen.
25=32>52=25
2. Induktionsannahme:
Fur eine nattrliche Zahl n sei 2" > n2,
3. Induktionsbeweis: (n ® n+1)
2N+l = 2ne2
Aus der Annahme folgt: 2" >n2 |=2
2Ne2 >2n2
Also: 2M1=2ne2>2n2=n2+n2=(N2+2n+1)+(N?-2n+1-2)=(n+1)2+(n-1)2-2
Der erste Teil ist genau jener, der als Lésung zu erwarten ist. Wenn der Rest positiv ist, kénnte
er weggelassen werden, wobei der Gesamtwert kleiner wiirde. Der Rest (n - 1)2- 2 istfiirn 3 3
tatsachlich immer positiv. Somit gilt: (n + 1)2 + (n-1)2-2 > (n + 1)?

(n+1) (n+1y

(N+1)2+(n-1)2-2 (n +1)2

Die letzte Ungleichung wére zwar fur n 3 3 gultig. Jedoch ist in Punkt 1. Induktionsanfang die
Aussage erst fur n = 5 erfullt, sodass die Induktion erst von n =5 an aufgebaut werden kann.

Beispiel 4:
Bernoullische Ungleichung: (1 +x)"3 1+ nx furx>-1undni N
1. Induktionsanfang: n =1
links: (1 +x)1=1+x
rechts: 1+ 1x =1 + X
2. Induktionsannahme:
Far eine naturliche Zahl n sei die Ungleichung (1 + x)"3 1 + nx mit x > -1 gultig.
3. Induktionsbeweis: (n ® n+1)
A+ x)"1=(1+x)(1+X)
Fiar x > -1ist (1 + x) > 0. Somit folgt aus der Annahme: (1 + x)"3 1 + nx
@Q+x)"(1+x)3 (L+nx)(1+x)
@+xX)M1 =0 +x"QA+x)3@+nN)L+x)=1+nx+x+nx2=1+(n+ 1)x + nx2 >
>1+(n+1)x weilnx2>0firnT NUx>-1.
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Grenzwert

Beispiele:

(D) L3igeasges (1

@ 0lif i

(3) 035 gng. o (DM

(4 1,357,911, 13, ..2n-1, ...

Wenn wir die vier Beispiele betrachten, fallt auf, dass in (1) und (2) die Glieder der Zahlenfolge
einem bestimmten Wert zustreben, wenn die Glieder der Zahlenfolge weiter verfolgt werden.. In (1)
ist dieser Wert 0, in (2) ist es 1. In (3) werden sich die Zahlen an den Stellen -1 und 1 anh&ufen, ohne
dass man ein Hinstreben zu einem einzigen Wert beobachten kénnte. In (4) werden die Zahlen
immer grdsser. Auch hier kann man nicht sagen, dass die Zahlen einem bestimmten Wert zustreben,
vielmehr gehen die Glieder dieser Zahlenfolge ins Unendliche.

Wir brauchen fur einen Grenzwert, eben einem Wert, zu dem die Glieder einer Zahlenfolge streben,
aber mehr als nur so ein Gefiihl von diesem Streben. Wir missen greifbare Bedingungen formulie-
ren, damit wir von einer Zahl sagen kénnen, dass sie Grenzwert einer Zahlenfolge sei. Wir versu-
chen es mit einer Umgebung um den vermuteten Grenzwert und fragen, ob alle oder wenigstens fast
alle Glieder der Zahlenfolge in so einer Umgebung liegen. Dabei soll "fast alle" alle Glieder bis auf
hochstens endlich viele bedeuten.

Wann aber soll die Zahlenfolge einen Grenzwert g haben? Wir definieren folgendermassen:

Eine Zahlenfolge a;, a,, a3, ... , a5 ... hat einen Grenzwert g, wenn in jeder beliebigen Umgebung
von g fast alle Glieder der Folge liegen.
In diesem Fall nennt man die Zahlenfolge konvergent.

Fur konvergente Zahlenfolgen schreibt man den Grenzwert folgendermassen auf:

L|®rg a,=g (Lies: "Limes von a, mit n nach Unendlich")

Zahlenfolgen, welche keinen Grenzwert haben, heissen divergent.

Die oben aufgeschriebene Definition kommt der Anschauung sehr entgegen, hat aber den Nachteil,
dass man mit ihr nicht gut rechnen kann. Deshalb wollen wir einen Satz Giber Grenzwerte aus dieser
Definition entwickeln, der diese Bedurfnisse besser befriedigt.

Gegeben sei eine konvergente Zahlenfolge ay, a,, ..., a,, ... mit dem Grenzwert g. !1'&'4 a,=g

Wir definieren jetzt eine eUmgebungum g: U(g) =(g-e,g+e)={x | g-e<x<g+ ¢}
Wenn a,, in UQ) liegt, gilt Ja,-g] <e

Nach der obigen Definition missen fast alle Glieder der Zahlenfolge in dieser Umgebung U4Qg)
liegen, d.h. ausserhalb dirfen nur endlich viele Glieder sein. Wir kénnen daher die Glieder der
Zahlenfolge vom Anfang weg verfolgen und werden irgendwann zum letzten Glied gelangen, welches
nicht in UJg) liegt. Ab dem néachsten Glied liegen alle folgenden Glieder der Zahlenfolge in UgQ).
Bezeichnen wir die Nummer des letzten, ausserhalb von U (g) liegenden Gliedes mit N, so liegen alle
Glieder mit n > N in der Umgebung. Naturlich ist die Grésse von N von der Wahl von e abhangig. Je
kleiner e ist, umso grosser wird N werden. Jedoch findet man zu jedem noch so kleinen e eine
natirliche Zahl N mit der gewlnschten Eigenschaft. Wir kénnen daher folgenden Satz fur den
Grenzwert einer Zahlenfolge formulieren:

Eine Zahlenfolge a,, a,, as, ..., a,, ... ist konvergent, wenn es eine Zahl g mit folgender Eigenschaft
gibt: Zu jedem e > 0 gibt es eine natirliche Zahl N (Index), sodass |a, - g] < efur alle n > N gilt.
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Beispiel:
n-1
n

Zeigen Sie, dass die Zahlenfolge < > den Grenzwert g = 1 hat.

Wir wéhlen ein e> 0. Dazu gibt es ein z.B. ein N :%. Essein=N+1 :%+ 1= 126.

. n-1 n-1-n -1 1 e
Jetztist |a, - g| = ITII = ITI = I;I =L 1.e<&
Die Gultigkeit des letzten Schrittes zeigt eine kleine Nebenrechnung:
Aus e > 0 folgt:

e >0 |+1
e+l >1 | Kehrwert
1
ev1 <1 |=e
_e
er1 <€
Haufungspunkte
Beispiele:
1 11 1 1
(1) 15,7300 75 s (D) g -
1 2 3 4 n-1
(2 0,5,312:51 2 n 1~
12 3 4

-1
3) 0,—5,3,-Z,g,...,(—1)”'1nT,...
4 1,3,5,7,9,11,13, ... ,2n-1, ...
Bei den Zahlenfolgen (1), (2), und (3) finden wir Zahlen, um die sich die Glieder der Folge anhaufen.
Bei (1) ist es die Zahl 0, bei (2) ist es die 1 und bei (3) sind es die Zahlen -1 und 1. Die ersten beiden

Folgen sind wie schon vorher beobachtet konvergent. Die Zahlenfolge (3) ist divergent. bei der Folge
(4) finden wir keinen solchen Haufungspunkt, die Glieder steigen gleichmdssig ins Unendliche an.

Wir definieren:

Eine Zahl h heisst Haufungspunkt einer Zahlenmenge, wenn in jeder beliebigen Umgebung von h
unendlich viele Zahlen der Menge liegen.

Folgerung: Jeder Grenzwert ist Haufungspunkt. ( Die Umkehrung gilt naturlich nicht!)

Haufungsstellenprinzip von Bolzano-Weierstrass

Wenn in einem endlichen Intervall unendlich viele Zahlen einer Menge liegen, so hat diese Zahlen-
menge mindestens einen Haufungspunkt.

Begrindung:

Wir unterteilen das Intervall durch den Mittelpunkt in zwei Halften. In mindestens einer dieser
Teilintervalle mussen unendlich viele Zahlen der gegebenen Zahlenmenge liegen. Nun nehmen wir
ein Teilintervall mit unendlich vielen Zahlen und halbieren dieses Intervall. Auch jetzt liegen in
mindestens einem dieser beiden Teilintervalle wiederum unendlich viele Zahlen. Dieses Verfahren
wird ad infinitum fortgesetzt. Wir erhalten somit eine Folge von ineinandergeschachtelten Inter-
vallen, deren Lange nach O konvergiert. Die Intervallschachtelung lauft auf einen Punkt zu, den
nachzuweisenden Haufungspunkt. (Auf einen vollstdndigen Beweis wird hier verzichtet.)
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Satze uber Zahlenfolgen

Eine Zahlenfolge mit mehr als einem Haufungspunkt ist divergent.

Begrundung: Hatte die Zahlenfolge einen Grenzwert g, so missten in jeder Umgebung von g fast alle
Zahlen der Folge liegen. Nun kann man um jeden Haufungspunkt Umgebungen so wahlen, dass nur
jeweils der eine Haufungspunkt innerhalb einer solchen Umgebung liegt. Die anderen Haufungs-
punkte sollen jeweils ausserhalb dieser Umgebung liegen. Somit gibt es aber keinen Punkt fir den
in jeder Umgebung fast alle Zahlen liegen kénnen.

A

h; h,

Eine konvergente Zahlenfolge hat genau einen Haufungspunkt.

Begrundung: Hatte sie mehr als einen Haufungspunkt, kénnte man jeweils um jeden Haufungs-
punkt eine Umgebung finden, in der kein weiterer Haufungspunkt liegt. Somit géabe es aber bei je-
dem Haufungspunkt Umgebungen, ausserhalb derer unendlich viele Glieder der Zahlenfolge liegen.
Damit ware aber keiner von den Haufungspunkten Grenzwert und die Folge wére divergent.

Eine beschrankte Zahlenfolge mit nur einem Haufungspunkt ist konvergent.

Begrundung: Wenn nur ein Haufungspunkt h vorhanden ist, kénnen wir eine beliebige Umgebung
U(h) betrachten. Innerhalb dieser Umgebung liegen unendlich viele Zahlen der Folge. Lagen ausser-
halb von U(h) auch unendlich viele Glieder, musste nach dem Haufungsstellenprinzip von Bolzano-
Weierstrass mindestens ein weiterer Haufungspunkt existieren. Dies widerspricht aber den Anga-
ben. Somit liegen ausserhalb von U(h) jeweils nur endlich viele Glieder der Folge und h ist Grenz-
wert.

Eine konvergente Zahlenfolge ist beschrankt.

Begrundung: Wir betrachten eine beliebige Umgebung um den Grenzwert g U(g). Geméss Grenz-
wertdefinition liegen ausserhalb von U(g) endlich viele Glieder der Folge. Unter diesen endlich vie-
len Zahlen gibt es eine kleinste und eine grosste Zahl. Diese beiden Zahlen kdnnen bereits als untere
bzw. obere Schranke dienen.

Eine monoton wachsende Zahlenfolge, die nach oben beschrankt ist, ist konvergent.

Begrundung: Eine monoton wachsende Zahlenfolge ist sicher nach unten beschrénkt. Nach dem
Haufungsstellenprinzip von Bolzano-Weierstrass gibt es mindestens einen Haufungspunkt im Inter-
vall zwischen unterer und oberer Schranke. Gleichzeitig gilt fur jedes Glied der Zahlenfolge: a, £ h,
wobei h ein Haufungspunkt sein soll. Dieser Haufungspunkt muss aber der einzige sein, weil ober-
halb von h keine Glieder der Zahlenfolge anzutreffen sind. Somit ist die Zahlenfolge konvergent.
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Konvergenzkriterium von Cauchy

Gegeben sei eine konvergente Zahlenfolge a;, a,, ..., a,, ... mit dem Grenzwert g. Lg\g a, =g

In den bisherigen Satzen zum Grenzwert einer Zahlenfolge kommt der Grenzwert g vor. Jedoch ist
es oft schwierig, eine Zahl g zu finden, welche Grenzwert sein soll. Wenn nur die Konvergenz der
Folge von Interesse ist, sollte man diese Konvergenz auch chne Kenntnis des Grenzwertes g nach-
weisen kénnen. Dies ermdglicht das Konvergenzkriterium von Cauchy:

Eine Zahlenfolge ist genau dann konvergent, wenn es zu jedem e > 0 eine natirliche Zahl N (Index)
gibt, sodass |a,, - a5| <eflr alle m > N und fur alle n > N gilt.

(ohne Beweis).

Rechnen mit konvergenten Zahlenfolgen

Gegeben seien zwei konvergente Zahlenfolgen< a, > und < b,, >. Es sei !,%Q a,=aund !,%Q b,=hb.
Dann gelten folgende Regeln (ohne Beweis):

g (o B0) = fig @+ ipg bo=a+b

g @0 =00 = lifg 20~ li by =a-b

ly (@=be) = iy @ = i by =a=b

lim a,
. ap n(rgg _a .. 1 < 1
L|®rg by H@@ b, b furb,* O(nl N)undb?* O

Unbestimmte Formen

Beim Rechnen mit Grenzwerten stisst man immer wieder auf sogenannte unbestimmte Formen.
Zwar durfte eine solche Form gar nicht vorkommen, weil mit Ausdriicken wie ¥ gar nicht gerechnet
werden durfte. Jedoch ist es praktisch, mit ¥ formal genau so umzugehen wie beim Rechnen mit
Zahlen. Dann aber sind unbestimmte Formen nicht vermeidbar.

. on2-n " ¥-¥ "

e V]

Beispiel:
Folgende Ausdriche sind unbestimmte Formen:
= 00,0e¥, ¥ -¥, 1% ¥O0

Um dennoch den Grenzwert berechnen zu kénnen, muss der Ausdruck flr das allgemeine Glied vor
dem Grenzliibergang (n ® ¥) passend umgeformt werden. So kann man z.B. Briche geeignet kiirzen.
Spater wird die Regel von I'Hospital eine Hilfe fur solche Situationen anbieten.

n-n _ . 1-
2nz-1 TMY 5 1 2 17
n

Beispiel: L%’Q
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Arithmetische Folgen und Reihen

Eine Zahlenfolge ist eine arithmetische Folge 1. Ordnung, wenn die Differenz d zweier aufeinander-
folgender Glieder konstant ist (d * 0).

Daraus folgt, dass jedes Glied gleich dem arithmetischen Mittel der Nachbarglieder ist:

an-1*an+1
2

an =
aj, ay, Az, ..., Ap, .-
a,-a;=azg-ay=ay-az3=..=au-a,=d
Es gilt: a,=a; +d
a3:a2+d:a1+2d
ap=a;+(n-1)d

Die Summe der Glieder einer Zahlenfolge heisst Reihe. Die Summe der Glieder einer arithmetischen
Folge ist die arithmetische Reihe. Wir wollen die n-te Zwischensumme s, berechnen:

Sh — g +a.2 +...+an_1 +a.n

Sh — @y +an,1 +...+a2 +al

28, =(a1+ay) +(@+any) + ... + (a1 +a) +(a, + ap)

Esgilt:a,+a,1=a; +d+a,-d=a; +a,
agta,p,=a;+2d+a,-2d=a; +a,
Usw.

2sp=n(a; + ay)

_ n(ag +ap)
n= 2
. R R 2 -1)d
Mit a, = a; + (n - 1)d wird die Summenformel zu: s, = w N

Geometrische Folgen und Reihen

Ist der Quotient g zweier aufeinanderfolgender Glieder konstant, so heisst die Zahlenfolge geome-
trisch(g* 1,9t 0).
Daraus folgt, dass jedes Glied gleich dem geometrischen Mittel der Nachbarglieder ist: a, = Vap3*an

ap _ag _ _an+1 _

ag - axT T oan T

Es gilt: a, = a;=q
az = =g =a;*q?
as = ag=q = a;=q>

an=a=qnt

Bilden wir die Summe der Glieder der geometrischen Folge, erhalten wir die geometrische Reihe.
Far die n-te Zwischensumme s, gilt:

S, = a;+a;q+a;0%2+...+a,g™t
qesn = a;q+aig?+ ... + g™t +aqn
Sp(l-q)=a; - aq"
_ . 1-q"
Sn_ al 1-q
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Unendlich geometrische Reihe

Besteht bei der arithmetischen Reihe keine Aussicht, fur die Summe von unendlich vielen Gliedern
einen endlichen Wert zu erhalten, ist dies bei der geometrischen Reihe durchaus mdéglich. Es kommt
darauf an, dass die Folge der Zwischensummen konvergent ist. Um dies zu prifen, missen wir
speziell den Grenzwert von gn mit n nach ¥ untersuchen. Fur welchen Wert von g erhalten wir einen
Grenzwert?

Behauptung: !\l& g"=0fur Jq] <1

Beweis: Wir setzen ﬁ =1+h;aus|q] <1 folgtﬁ >1.Alsoisth>0.

Nach der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir:

|ql|” =(1+h)"2 1+nh

1 1
lal" £ <

1 - 1. w - 1
an < egiltdann, wenn n > ; ist. Daher wahlen wir N 3

Konvergenzbeweis:

Zu jedem e> 0 wahlen wir die Zahl N 3 e,% mit h =

1 1

(1+h)”£1+nh

1

fa1 - 1.

Daraus folgt: |q"| = < ﬁ fe
Also gilt!]i(gr;\é g"=0fur0< |q] <1. Auchfuarg=0ist !]Ié'lgé gqn=0.
Far die Summe der unendlichen geometrischen Reihe ergibt sich also:
. . 1-9"_ ap .
s = lim s, = lim a 1og =1.qf0r Jgl <1.
Eine Reihe heisst konvergent, wenn die zugehorige Folge der Zwischensummen (Partialsummen)

konvergiert. Die Summe ist dann s = Igg Sh= 5 ay
n k=1

Satze uber konvergente Reihen

Eine Reihe 5 a, konvergiert genau dann, wenn es zu jedem e > 0 eine Zahl N gibt, sodass fur alle
k=1

t g akgll: <e
k=N+1

n > N gilt:

Das bedeutet also, dass der Rest der Reihe keinen Einfluss mehr auf eine vorgegebene Rechengenau-
igkeit hat.

Quotientenkriterium: Die Reihe 5 a, habe nur positive Summanden. Sie ist konvergent, wenn es
k=1

eine von k unabhangige Zahl g mit 0 < q < 1 derart gibt, dass fur fast alle k die Ungleichung

ak+1 -
Tqu<lgl|t.

Wird jedoch fir fast alle k der Quotient

a

art3 1, so divergiert die Reihe.

Die Glieder werden also mindestens so schnell klein wie die Glieder der konvergenten geometrischen
Reihe.

Wurzelkriterium: Die Reihe 5 a, mit nur positiven Summanden ist konvergent, wenn es eine von
k=1

k unabhéangige Zahl g mit 0 < q < 1 gibt, sodass fur fast alle k

k

\/ak£ g<1ist.

K
Die Reihe divergiert, wenn fur fast alle k\/;k 3 1 jst.
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Einige spezielle Beispiele von Folgen und Reihen
Fibonacci-Folge

a1=0, =1 an2= a1 +ay

Jedes folgende Glied ist die Summe der beiden vorhergehenden Glieder.
0,1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55, ...

Harmonische Reihe

=

¥
1 1 1
S=l+,+3+ 5+ .. -9.1

Die harmonische Reihe ist divergent.

Beweis:
S]_Zl
1
52:1+§
1,1, 1 1, 1,1 1
SZZ:1+5+§+Z>1+E+Z+Z=1+2.5:2

1,1, 1 1 1 1 1 1 1,1 1,1 1 1 1
823—1+5+§+Z+g+6+$+§>1+§+(Z+Z)+(§+§+§+§)—1+3-§

S i i I
Szn— 2 2n 2 2 2 2= 2
n
32n>1+5
ne ¥ B
¥

Die Folge der Partialsummen ist divergent. Fiur die Konvergenz einer Reihe gentigt es nicht, wenn
die einzelnen Glieder nach 0 gehen.

Reihen mit variablen Gliedern

Es gibt auch Reihen, deren Glieder Funktionen einer Variablen sind.
- ¥
Beispiel: g1(x) + ga(x) + g3(X) + ... = &lgk(x)

Speziell zu erwédhnen sind hier die Potenzreihen. Es handelt sich bei den Funktionen gc(x) um
Potenzfunktionen:

L ¥
Beispiel:  Co+ X+ X2+ Cax3+ ..+ X"+ ... = Q XK
k=0

Co + Co(X - Xo) + Co(X - X2 + ... = g— Cie(X - Xo)¥
k=0

Die Konvergenz einer Reihe mit variablen Gliedern hangt vom Wert der Variablen x ab.
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Abbildung und Funktion

Eine Abbildung (oder Funktion) einer Menge A in eine Menge B ist eine Vorschrift, die jedem
Elemental A genau ein Elementb1 B zuordnet.

TA®B
fa ® fa)=b,al A bT B

A heisst Definitionsbereich der Funktion, B ist der Cobereich. Der Wertebereich der Funktion f ist
die Menge der Funktionswerte (Bildelemente), er ist eine Teilmenge von B.

surjektiv:
Eine Abbildung f: A ® B heisst surjektiv, wenn f(A) = B, d.h., wenn es zu jedem y T B (mindestens)
einx 1 A gibt, sodass f(x) =y ist.
A={1,2,4,6,7,8},B={0, 1,2, 3,4}
X .. -
fur x ist gerade

f(x) = 2 o
70 far x ist ungerade

Wir stellen fest, dass jedes Element von B Bild von mindestens einem Element von A ist.
injektiv:
Eine Abbildung f: A® B heisst injektiv, wenn fur alle x;, X, T A gilt: X, 1 X, b f(x) * f(xy).

A={x1T Ny:x£4},B={yl Ng:y£10}
fA® B
f.x® y=2x

Wir stellen fest, dass jetzt jedes zugeordnete Element (in B) genau einmal zugeordnet wird.
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bijektiv:

Eine Abbildung f: A ® B heisst bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
f.Z® z*

f.X® y=-X

Darstellung von Abbildungen

Pfeildiagramm

Koordinatendiagramm

Das Beispiel zeigt eine Fieberkurve. Jedem Tag ist eine bestimmte Temperatur zugeordnet.

40 °C |
39 ! \\
38 = / [ ]

7 ~

37 N I

| |
36 | |
27.10. 28.10. 29.10. 30.10. 31.10. 1.11. 2.11. 3.11. 411. 511. 6.11.

Tabelle

Tabellen sind bekannte Elemente zur Funktionsdarstellung. Hier seien als Beispiele die Preistabelle
oder der Stundenplan genannt.

Funktionsgleichung

In Bezug auf ein Koordinatensystem mit x- und y-Achse wird die Funktion durch eine Gleichung der
Form y = f(x) angegeben. Dabei ist x die unabhangige und y die abhdngige Variable.

Beispiele:
fR® R g V2 ® V2
® ® ® 0
f: = f(x) = x2 ; = A~ &2 30
X® y=f(x) =x g X®y X mitA=§ T
4 19
Operatoren

Ein Operator ist die allgemeine Form einer Handlung, die Operation ist deren konkrete Realisie-
rung. Bei der Darstellung von Funktionen ist z.B. das f der Funktionsoperator, der auf Elemente aus
dem Definitionsbereich angewendet einen Wert aus dem Cobereich erzeugt.
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Umkehrabbildung

Gegeben sei eine bijektive Abbildung f:
f.A® B

f.x® y=1(x)

Jedem Element x I A ist genau ein Element y = f(x) zugeordnet. Weil die Funktion bijektiv ist, ist
jedes Element in B auch Bild eines Elementes von A (surjektiv), und zwar wird jedes Element von B
genau einmal zugeordnet (injektiv). Unter diesen Umsténden existiert eine Abbildung f1, welche
jedem Element von B genau ein Element von A zuordnet. f-1 ist also die Umkehrabbildung von f.

ifA® B jfiB® A

*f: X® y=f(x) P $genau ein f1, *1"1: y ® x =fly)
f bijektiv 1 bijektiv

Beispiele:

f.Z-® zZ+ fL.zt® z-
fx®y=x fly® x=-y

A={0,3,6,..}, B={...,-2,-1,0, 1}
g-A® B glhB® A
g:x®y:;§<+1 gly® x=-3y+3

Zusammensetzung von Abbildungen
Gegeben seien die drei Mengen A={1,2,3,4},B={a, b, c,d,e},C={X,Y, Z}
Die Abbildungen f und g sind durch folgendes Diagramm gegeben:

f(1) = f(3) = b, f(2) = a, f(4) = e
g@ =9()=X,9(c)=g(d)=g(e) =Z

Nun kann man die direkte Abbildung h finden. Es gilt:
h(1)=X,h(2)=X,h(3)=X,h(4)=Z

f.A® B g:B® C b h=gfA® C
f.x® y=1(x) g y® z=g(y) p h: x® z = g(f(x))
Beispiel:

fN® Z 0:Z® Q p h:N® Q
f.Xx® y=-2x g:y®z:%-3 b h:x®z:%(-3
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Erganzungen:
Abbildung einer Menge auf sich selbst:
B=A
f.2® Z gR® R
f.x® y=x+3 g:X® y=x2
67 ¢ 6
5+ . 51
4+ .
3e
* 2+
. 1+
X X
[ —0 : : | —t—
-2 -1 D 1 2 3 1 2 3
Die identische Abbildung: 4_3_/
itA® A
iiX® y=xX 3l
Die identische Abbildung ist bijektiv.
Ubrigens ergibt die Verkniuipfung einer Abbil- 24
dung mit ihrer inversen die identische Abbil-
dung: fofl = i, ebenso auch die Umkehrung: 14
flof = i. X
I —0 } } i
2 -1 D 1 2 3
14
24
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Innere Verkntpfung

Nehmen wir zwei Elemente x und y aus der Menge der nattrlichen Zahlen N, welche zusammen das
Paar (X, y) bilden sollen. Diesem Paar (X, y), es ist Element des kartesischen Produkts N~ N, wird
ein beliebiges Element zT N zugeordnet.

Beispiel:

N "N® N

f:X,yY)® z=x+y

In diesem Beispiel wird also eine Addition von zwei natirlichen Zahlen x und y ausgefuhrt. Das
Ergebnis (z) ist wiederum eine natlrliche Zahl. Die Addition von zwei natirlichen Zahlen kann als
Abbildung von N ©~ N auf N aufgefasst werden. Es handelt sich in diesem Fall um eine innere
Abbildung, weil ja die Menge N dabei nicht verlassen wird.

allgemein:

Es sei M eine Menge. Ferner sei A~ B eine Teilmenge von M~ M und f eine Abbildung von A~ B auf
M.

fA"B® M

f: (X, y) ® f(x,y) = xey

Eine solche Abbildung f ist eine innere Verknupfung.

Beispiele fur innere Verkniipfungen:

Addition in N: Xy =X+y
Subtraktion in Z: Xy =X-Yy
Multiplikation in Z: Xoy = Xey
Arithmetisches Mittel in Q: Xey = %y

Naturlich kann man auch andere Verknipfungen als die Grundoperationen mit Zahlen definieren.
Es sei M ={a, b, c, d} eine Menge mit den vier beliebigen Elementen a, b, c und d. Die Verknupfung f
ist durch eine Tabelle gegeben:

@ a b c d
a a c d b
b c b a d M M® M
f: (X, y) ® f(x,y) =Xy
c d a Cc b
d b d b d

Assoziativgesetz:

Eine Menge M kann bezuglich der Verknupfung - assoziativ sein. Es gilt dann:
a° (bec) = (a°b)° c

Ebenso kann die Menge M beziiglich der Verkntpfung  kommutativ sein:

ach = bea
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Mengen mit zwei inneren Verknupfungen

Bei Mengen mit zwei inneren Verknupfungen (M, ¢, *) gibt es zwei Mdglichkeiten fir das Distri-
butivgesetz:

(1) x*y-e2)=(x*y)° (x*2)

2 (Y *2ex=(yx)*(z°x)

Gilt das Kommutativgesetz fur die Verknupfung *, dann sind (1) und (2) &quivalent.

Ring

Eine algebraische Struktur R mit mindestens 2 Elementen, in der zwei zweistellige innere Verknup-

fungen (i.a. Addition + und Multiplikation ) definiert sind, heisst ein Ring, wenn fur beliebige
Elemente a, b, cT R die folgenden Gesetze gelten:

(R) a+b=b+a (kommutatives Gesetz der Addition)
(R,) a+(b+c)=(@+b)+c (assoziatives Gesetz der Addition)
(R3)  Zu je zwei Elementen a, b1 R gibt es genau ein Element x T R mit
a+x=b (Umkehrbarkeit der Addition)
(R,)) ae(ec)=(a=b)=c (assoziatives Gesetz der Multiplikation)
(Rs) a)ae=(b+c)=a=b+a=c
b) (b + c)ea=bea + cea (distributive Gesetze)

Aus (Ry) bis (Rs) folgt die Existenz genau eines Elements 0 T R mit der Eigenschaft a + 0 = a fur alle
al R. 0 heisst Nullelement des Ringes.

Korper

Ein kommutativer Ring K mit mindestens zwei Elementen heisst Kérper, wenn zu je zwei Elemen-
tena, bl K(at! 0)genau ein Element x I K existiert mit

aex=b
In jedem Kdérper existiert genau ein Einselement e und zu jedem Element a1 K genau ein inverses
Element al = i .

Gruppe

Eine algebraische Struktl{r G mit einer zweistelligen inneren Verkniupfung heisst Gruppe, wenn fir
beliebige Elemente a, b, c 1 G folgende Gesetze gelten:

(G1) ac(bec)=(ach) °c

(G,) Es existiert ein neutrales Element (auch Einselement oder Einheit genannt) e I G mit
ace =eca=afiralleal G.

(Gs) Zu jedem a gibt es ein inverses Element (auch Inverses genannt) al T G mit
acal=alea=e.

Aus (G,) bis (G;) folgt, dass es genau ein neutrales Element e T G und zu jedem a1 G genau ein
inverses Element a-11 G gibt.
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Algebraische Funktionen

Allgemeine algebraische Funktionen

(1) FY) = Po(x) + Pi(X)y + Po(x)y? + ... + Po(X)y" = 0

(nT Ny

Die angegebene Gleichung ist eine algebraische Gleichung, wenn die Ausdriicke P;(x) Polynome sind.
In vielen Fallen kann man die Gleichung (1) auf y lésen, sodass man eine Gleichung der Art

(2) y=f(x)erhalt.

Beispiele:

(5+3x)+2y=0 ® =-3x-3
5+2x-3x3)+y=0 ® y=3x2-2x-5
(25-%x3)-y2=0 ® X2 +y2=25
Lineare Funktion

fR® R

f.X® y=mex+b
Geradengleichungen:
Ax+By+C=0
y=mx+bh

Allgemeine Form
Hauptform

X4 Y=
a+ 1

b Achsenabschnittsform

Y- Y1 =mM(X - Xq) Punkt-Steigungs-Form

Y-y, = iz:ii (x - %;) Zwei-Punkt-Form

Die lineare Funktion ist bijektiv, es existiert zu
jeder Funktion f eine Umkehrfunktion {1,

Quadratische Funktion

fFR® R
fix® y=ax2+bx+c=a(x-Xp)?+Yo

Der Graph der quadratischen Funktion heisst
Parabel 2. Ordnung. Der Scheitel ist S(X/yy).

Die quadratische Funktion ist so, wie sie gege-
ben ist, nicht injektiv. Man kann also nicht
umkehren. Wenn der Definitionsbereich geeig-
net eingeschrankt wird, lasst sich dennoch eine
Umkehrfunktion bilden.

lineare Funktion

quadratische Funktion

Kreisgleichung

vl Dy
Dx
Dy
b
Dx
e
X
vA
y ............. -
o] 2 S(%o/Yo)
} } } ——
Q Xo X
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Potenzfunktion

fR® R

. — yn N
Fx®y=xt Ml N) y=xly=x2y=x3y=x4 .
Potenzfunktion n-ten Grades Die Graphen der Potenzfunktion mit negativen

y=x2, y=x3,y=xty=x5y=x6 .. Exponenten sind Hyperbeln.
Der Graph der Potenzfunktion y = x" ist eine
Parabel n-ter Ordnung. A

y

A
Yy 1
1 + ] + oy
:/ | I ) |
f: R\{0} ® R\{0}
fx®y=x" (nl 2)

Ganz rationale Funktion

Eine Zusammensetzung aus Potenzfunktionen nennt man ganz rationale Funktion oder auch Poly-
nomfunktion. Sie ist durch die Funktionsgleichung

y=axX"+a, X"+ . ax? + agx + ag (a1 R,nT Np)
gegeben.

Nach der Potenz mit dem grossten Exponenten hat die ganz rationale Funktion den Grad n. Der
Graph ist eine Parabel n-ter Ordnung.

Summe, Differenz und Produkt von ganz rationalen Funktionen sind wiederum ganz rationale
Funktionen.

Das Horner-Schema

Fur Berechnungen von Polynomwerten ist oft eine andere Darstellung als P(x) = a X" + a,.;x"1 + ...
a,x? + a;x + ag gunstiger. Man kann durch Ausklammern das Polynom umformen und erhalt:

POX) = (...((aX + an.)X + @)X + apg)X +... @)X + a1)X +ag

Beispiele:

3x3-4x2+5x-7=((3x-4)x +5)x-7

5X5-B6xX4 +4x3 +2x2-x+2=(((BX-6)X + 4)x + 2)x - 1)x + 2

Der Vorteil dieser Zerlegung ist, dass die Potenzen in einzelne Produkte aufgeldst sind. Besonders

bei der Berechung von Polynomwerten mit dem Computer zeigt sich dieser Vorteil in einer
geringeren Anzahl von Operationen und damit in kiirzerer Rechenzeit.
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Gebrochen rationale Funktion

Der Quotient von zwei ganz rationalen Funktionen ergibt eine gebrochen rationale Funktion, sofern
die Division der beiden Funktionen nicht restlos ausfuhrbar ist.

_ 0 _ anpM+an ™1+ L+ apx® +agx +ag
y =R(X) = gp = ™ + by ax™ L+ L+ boxZ +byx +bg
Beispiele:
f: R\{2} ® R\{0} g: R\{-1} ® R\{1}
1
xX®y=," g:x®y=ﬁ
y| T
: : : i /:
: : : : - 0 X
—J X 1
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Transzendente Funktionen
Exponentialfunktion
fx®y=a< (al R'\{1)) x
y=2

y=2Xy=3Xy= (%)X

Eine spezielle Expontialfunktion, welche in
vielen Anwendungen vorkommt, ist jene mit
der Basis e (Eulersche Zahl).

Die Eulersche Zahl e kann als Grenzwert einer
Folge von Zahlen definiert werden, und zwar
folgendermassen:

{(1 + %)n }® e
(1 + %)1 (1 + %)2 (1 + %)3

Die Werte dieser Zahlenfolge nahern sich mit n
® ¥ dem Wert e = 2,71828... (e ist eine

irrationale Zahl)

Die entsprechende Funktion heisst:
f.R® R*
f.x® y=eX

Logarithmusfunktion

Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunk-
tion der Exponentialfunktion.

fLR*® R
fliy® x=2logy=log,y
(sprich: "Logarithmus von y zur Basis a")

X « y

fLR*® R
fl: x® y =2log x

Bezeichnungen:
alog x a: Basis, x = Numerus

Spezielle Logarithmen:
Zehnerlograrithmus (Basis10): 1%log x = Ig x

Naturlicher Logarithmus(Basis €): ¢log x = In x

Y
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Winkelfunktionen

fR® R
f:Xx® y=sinx

X\ 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ -
/ -18& 0 18 /{60 54 20 X
\ o

FR® R
f:x® y =cos x

YA
| 5 ‘ ‘ : } } -
-180 180 360 540 720 x
_1 €

f:R\{x|x=§+kpUki z}® R
f:x® y=tanx

y A
1,,
< —
180 /% ¢ 180 i 30 i /B0 i /720 X
fR\{x | x=kpUkl Z}® R
f.Xx® y=cotx
y A
: 1+ : : : :
— T
-180 {0 180 360 540 720 X

Die Winkelfunktionen sind periodische Funktionen. Bei der Sinus- und der Cosinusfunktion ist die
Periodenlange 360° oder 2p [rad] (d.h.: y(x+2p) = y(x)), bei der Tangens- und der Cotangensfunktion
ist die Periodenlange jeweils 180° = p [rad] (also: y(x+p) = y(X)).
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Zyklometrische Funktionen

Haufig tritt die Aufgabe auf, bei gegebenem Winkelfunktionswert den dazugehdérenden Winkel zu
bestimmen. So ist dies gerade bei Dreiecksberechnungen der Fall, wenn z.B. die Seiten gegeben und
die Winkel gesucht sind. Es stellt sich also die Frage nach den Umkehrfunktionen. Wie sich gezeigt
hat, sind die Winkelfunktionen auf grund ihrer Periodizitat nicht bijektiv. Wenn man allerdings den
Definitionsbereich beschrankt, kann man umkehrbare Funktionen erhalten.

fix] R:-5EXER® {yl R:-1Ey£1} 1
f:Xx® y=sinx (Hauptwert) 1l
fu{xT R:-1EXEL® {yl R:-PEy£h
flx® y=arcsin x (lies: "arcus sinus von x") ‘
2 a9 1 2
7 _177

f{xT R:0EXEPI® {yTl R:-1£y£1}
f. X ® y =cos X (Hauptwert)

fL{ixT R:-1£x£1}® {yl R:0£y£p} 2]

fl. x ® y = arccos X

f:{x1 R: "2<X<g}® R (Hauptwert) : 2+
f:Xx® y=tanx :

fLR® {yl R:-5<y<f}
fl.x ® y = arctan x

f{xT R:0<x<p}® R (Hauptwert)
f:Xx® y=cotx 21
fLR® {yl R:0<y<p}
fl. x ® y = arccot x
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Hyperbelfunktionen

Die Hyperbelfunktionen sind von ihrer Definition her eine Kombination von Exponentialfunktionen.
In ihren Eigenschaften allerdings sind sie sehr dhnlich den trigonometrischen Funktionen. Deshalb
ist ihre Bezeichnung an die Bezeichnung der trigonometrischen Funktionen angelehnt.

4~

fFR® R
f.x® y=sinhx =

eX.eX

2

(lies: "Sinus hyperbolicus von x")

fR® {yl R]y?3 1}
eX+eX
f:x® y=coshx="—-5—
(lies: "Cosinus hyperbolicus von x")

Der Graph des Cosinus hyperbolicus ist
bekannt unter dem Namen "Kettenlinie", weil
sich eine an zwei Punkten aufgehéngte Kette
entlang dieses Funktionsgraphen ausrichtet.

fR® {yl R:-1<y<1}
X -X

. _ _sinhx _e”"-e
fx® y=tanh x = 5% = X, o«

f.R\{0}® {yl R:y<-1Uy>1}
coshx _ eX+e™X

sinhx = gX_gX

f.x® y=cothx =

-2 -1 0 1 2
4
‘\
‘\
3+ 1
by = coth x
2,
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Aufgrund der Definitionen von Sinus hyperbolicus und von Cosinus hyperbolicus ergibt sich, wie

man leicht sieht, die Beziehung:

cosh2x - sinhZx = 1

Daraus ergibt sich die Deutung als "Hyperbelfunktionen", weil die obige Gleichung an die
Hyperbelgleichung erinnert. Werden die Hyperbelfunktionen auch im Komplexen definiert, erhalt
man Additionstheoreme, welche den aus der Trigonometrie bekannten sehr ahnlich sind.

Areafunktionen

Die Areafunktionen sind die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen.

fR® R
f: x® y =arsinh x

(lies: "Area sinus hyperbolicus von x")

f.{xT R]x31}® Ry
f: X ® y = arcosh x

(lies: "Area cosinus hyperbolicus von x")

f{xXIR:-1<x<1}® R
f. x® y = artanh x

f: {xXI R:x<-1oder x>1}® R\{0}
f: x® y = arcoth x

1 y = arcoth x
y = arsinh x

y = arcosh x

2 3

Die Areafunktionen kann man auch mit Hilfe des naturlichen Logarithmus darstellen. Das sieht

folgendermassen aus (0.B.):

arsinh x = In(x + V2 + 1)
arcosh x = In(x + V2 - 1)

1,1+
artanh x =3 Inj—
1
2

X | x

[y

It
nx-l

arcoth x =
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Steigen und Fallen von Funktionen

Eine Funktion f ist streng monoton steigend, wenn fur alle x;, X, aus dem Definitionsbereich mit
X1 < X, gilt: f(Xy) < f(Xy)

Eine Funktion f ist monoton steigend, wenn fur alle x;, X, aus dem Definitionsbereich mit x; < X,
gilt: f(xq) £ f(xo)

Eine Funktion f ist streng monoton fallend, wenn fur alle x;, X, aus dem Definitionsbereich mit
X1 < X, gilt: f(xq) > f(Xy)

Eine Funktion f ist monoton fallend, wenn fur alle x;, X, aus dem Definitionsbereich mit x; < x, gilt:

f(x1) ® f(xz)

~7102) LF(x,)
o) f(x2)
\ - ‘ B
X, X, X, X,
X; <X P f(xq) < f(x2) X1 <X P f(xq) > f(x2)

Beschrankte Funktionen

Eine Funktion f ist nach oben beschrankt, wenn es eine Zahl K gibt, sodass fur alle x aus dem
Definitionsbereich gilt: f(x) £ K

Eine Funktion f ist nach unten beschrankt, wenn es eine Zahl k gibt, sodass fir alle x aus dem
Definitionsbereich gilt: f(x) 3 k

v A y A

K \
() N\ W
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Grenzwert von Funktionen
Gegeben ist eine Funktion f. Sie soll in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] definiert sein.

f.{x]aExEb}® R
f.x® y=1(x)

Wir bilden verschiedene Folgen von x-Werten aus dem Definitionsbereich. All diese x-Folgen sollen
nach einem bestimmten Wert x, konvergieren. Zu jeder x-Folge wird jeweils die Folge der Funktions-
werte gebildet.

X1, Xoy X3y e Xy ees ® Xq
f(Xx4), f(X2), f(X3), ..., F(Xn), -

X1, Xoy  Xgy een Xpy ee ® Xq
f(xp), f(x5), f(x3), ..., f(X), ...

K1, Ko, Ky oo Ry ® Xg

(%), F&2), T&a), ..., F(Re), ...

Es kann nun sein, dass diese Funktionswertefolgen konvergent sind und einen Grenzwert haben.

Definition: Eine Funktion f mit der Gleichung y = f(x) hat mit x nach x, einen Grenzwert g, wenn zu
allen x-Folgen, die nach x, gehen, alle zugehérigen Funktionswertefolgen konvergent sind und
denselben Grenzwert g haben. )!&10 fx) =g

Aus dieser Definition folgt der Satz:

Kriterium: Eine Funktion f mit der Gleichung y = f(x) hat mit x nach X, genau dann einen Grenzwert
g, wenn es zu jedem e> 0 ein d > 0 gibt, sodass gilt: |f(X) - g] <eflr |x- x| <d.

@ @

~9—

e

Wenn X, nach +¥ geht, erhéalt man den Grenzwert der Funktion f(x) mit x nach +¥. Die entsprechen-
den Satze heissen:

Definition: Eine Funktion y = f(x) hat mit x nach ¥ einen Grenzwert g, wenn zu allen x-Folgen, die
uber alle Grenzen gehen, alle zugehorigen Funktionswertefolgen konvergent sind und denselben
Grenzwert g haben.

Kriterium: Eine Funktion y = f(x) hat mit x nach ¥ genau dann einen Grenzwert g, wenn es zu jedem
e> 0 eine positive Zahl G gibt, sodass gilt: |f(x) - g] <efur alle |x] > G.

Rechnen mit Grenzwerten von Funktionen
Jm (f(x) + g(x)) = lim 1) + lim g(x)
Jm (f(x) —g(9) = Jim 10x) — lim g(x)
Jm (f69=9(x)) = lim () = lim g(x)

lim f(x)
o %(()) - XlémXO )
0 9(X) &%

far g(x) * 0 und )!én)go gx)) * 0
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Stetigkeit

Beispiele:

()

- unstetig in x = a, endlicher Sprung
X

()

o
a X
in X = a nicht definiert, unendlicher Sprung

%)
f(a)

stetig in X = a, kein Sprung

-
a X

Gegeben ist eine in einer Umgebung von a definierte Funktion y = f(x).

Definition: Eine in einer Umgebung von a definierte Funktion y = f(x) ist an der Stelle a stetig, wenn
der Grenzwert der Funktion mit x nach a gleich dem Funktionswert an der Stelle a ist.
lim () = g = f(a)

Satz: Eine Funktion f(x) ist an der Stelle a stetig, wenn es zu jedem e > 0 ein d > 0 gibt, sodass |f(x) —
f(a)] <eist, wenn |x-a] <dist.

Definition: Eine Funktion f(x) ist in einem Intervall | stetig, wenn sie an jeder Stelle des Intervalls
stetig ist.
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Beispiele:
Gauss'sche Klammerfunktion: y = [X] Betragsfunktion: y = | x]
unstetig fur jedes ganzzahlige x stetig, auch fir x =0

_1 _ x2 - 2x
y - ; y - X
Definitionslicke in x =0 Definitionslicke in x =0
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Satze Uber stetige Funktionen

Die Summe, die Differenz und das Produkt von zwei stetigen Funktionen sind wieder stetige Funkti-
onen. Der Quotient von stetigen Funktionen ist dort stetig, wo der Nenner nicht verschwindet.

Folgerungen:
Jede ganz rationale Funktion ist fir alle x | R stetig.
Jede rationale Funktion ist an allen Stellen stetig, an denen der Nenner nicht Null wird.

Definition: Eine Nullstelle ist eine Stelle x, an welcher der Funktionswert 0 wird: f(x) =0

Eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion, die fir x = a einen negativen Funk-
tionswert und fur x = b einen positiven Funktionswert (oder umgekehrt) hat, hat im Intervall min-
destens eine Nullstelle. (Satz von der Nullstelle)

Begrundung: Wenn die Funktion stetig ist, gibt es keinen Unterbruch, sodass der Funktionswert 0
nicht ausgelassen werden kann.

f(b)
o
A J »  x 7 u

f(a) 1

f(a) a b X

Eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion f(x) mit unterschiedlichen
Funktionswerten f(a) und f(b), nimmt jeden Wert zwischen f(a) unf f(b) mindestens einmal an.
(Zwischenwertsatz)

Begrindung: Der Zwischenwertsatz kann auf den Satz von der Nullstelle zurtckgeftihrt werden.

Satz: Eine in einem abgeschlossenen Intervall stetige Funktion f(x) ist nach oben und nach unten
beschrankt und nimmt dort einen gréssten und einen kleinsten Wert mindestens einmal an.

Umkehrfunktion von stetigen Funktionen
fA® B
f.x® y=1(x) bijektiv, stetig in A

Die Umkehrfunktion f1 ist ebenfalls stetig. Wenn f streng monoton wachsend ist, ist auch die
Umkehrfunktion streng monoton wachsend. Wenn f streng monoton fallend ist, ist f1 auch streng
monoton fallend.

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003




B Differentialrechnung Mathematik

BB 77

Der Differentialquotient
Das Tangentenproblem

Gegeben ist eine Kurve mit der Gleichung y =
f(x). Die Funktion f soll in einem Intervall (a,
b) stetig sein. In einem Punkt P der Kurve soll
die Tangente errichtet werden. Das kann man
so ausfuhren, dass zunachst eine Sekante
durch P und einen zweiten Punkt Q auf der
Kurve gezeichnet wird. Wird der Punkt Q
gegen P hin verschoben, so wird aus der
Sekante schliesslich, wenn Q den Punkt P
erreicht hat, die Tangente in P. Um diesen
Vorgang mathematisch fassen zu kénnen,
bilden wir eine Folge von Punkten Q, Q,, Qs,
. deren Grenzwert P ist, oder zur Punktfolge
eine dazugehdrige Folge von x-Werten, Xq, X,
X3, ..., die nach dem x-Wert von P konvergiert. Qu, Q2, Qs < Qny .- ®P
Zur Punktfolge, bzw. zur x-Folge berechnen X1, X2, X3, ey X, .. ® Xg
wir jeweils die Steigung der Sekante, sodass
wir eine Folge von Sekantensteigungen
erhalten. Der Grenzwert der Folge der ]
Sekantensteigungen ist, sofern er existiert, die (Folge der Sekantensteigungen)
Tangentensteigung.
) - f(Xo)
Xp®Xg  Xn-X0

f(x) - f(xg) f(xp) - f(xg) f(x3) - f(XQ) f(xn) - f(x0)
X1-Xp ' X2-Xg ' X3g-Xg ' Xp-Xg U

im mg = éi(rgr'; tan s = tant = m; = Tangentensteigung

Exakte Definition

Gegeben sei eine beliebige Folge von x-Werten, welche nach xq konvergiert. X, Xo, X3, ..., Xp, ... ® Xg
Dazu werde die Folge der Differenzenquotienten gebildet:

f(xq) - f(xg) f(xp) - f(xg) f(x3) - f(x0) f(xn) - f(x0)
X1-Xg ' X2-Xg ' X3-Xg 'V Xp-xg 'V

Dies werde mit allen nur moglichen x-Folgen, die nach x, konvergieren gemacht. Wenn alle
zugehorigen Folgen der Differenzenquotienten konvergent sind und denselben Grenzwert haben,
bezeichnen wir diesen Grenzwert als Differentialquotient oder 1. Ableitung der Funktion f nach x.

o fon) - fixo) Dy _dy _ ._ Ay e "
XLI N Xn-%o = lm o = oy =f'(x) ax lies: "dy nach dx)

Verschiedene gebrauchliche Schreibweisen:

. f(xn) - f(xg) i o) -flxa) _
XL%T).(IO Xn - X0 ng)(]_ X2 -X1 Ilg})

Physikalische Interpretation

f(><+D><) f(x) f(x+h) f(x) _ lim &

=l = e w =y =T

Das Problem des Differentialquotienten tritt u.a. auch in der Physik auf. Die Kinematik hatte auch
den Anlass zur Einfihrung des Differentialquotienten gegeben (Newton). Und zwar kann man das
Problem der Momentangeschwindigkeit damit 16sen. Zum Messen der Durchschnittsgeschwindigkeit
wird eine Strecke Ds abgesteckt und die dazugehorige Fahrzeit Dt gemessen. Will man die
Momentangeschwindigkeit in einem Punkt der Bahn bestimmen, muss Ds immer kleiner gewahlt
werden. Zur Folge von Ds-Werten, die nach 0 konvergiert, gehort die Folge der Dt-Werte, die ebenso

nach 0 geht. Als Durchschnittsgeschwindigkeit wurde der Quotient% definiert. Wir erhalten also

den Grenzwert von % mit Dt nach 0. Dieser Grenzwert gibt die Momentangeschwindigkeit an. In der
Physik werden die Ableitungen nach der Zeit t nicht mit ' sondern mit © bezeichnet.

V=g o = U, s = gy VS S

Gleichfalls kann man so die Momentanbeschleunigung und andere physikalische Graossen definie-
ren.
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Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Wir hatten vorhin bei der Definition des Differenatilaquotienten vorausgesetzt, dass die Funktion
f(x) stetig sein soll. Dies gentigt allerdings nicht fir die Differenzierbarkeit einer Funktion. Es muss,
wie gesagt der Grenzwert des Differenzenquotienten existieren. Allerdings kann eine Funktion,
welche an einer Stelle x = a unstetig ist, dort nicht differenziert werden. Umgekehrt gilt aber, dass
eine differenzierbare Funktion tberall dort, wo sie differenzierbar ist, auch stetig ist.

Beispiel: y = |x] ist an der Stelle x = 0 stetig
aber nicht differenzierbar (linksseitiger und
rechtsseitiger Grenzwert sind verschieden).

Voraussetzung: f(x) sei differenzierbar an der Stelle x = a

Behauptung: f(x) ist an der Stelle x = a stetig

Beweis:

fxo) - f(x1) _ ¢,
X2-X1 f (X)

Wenn der Nenner X, - X; nach 0 geht, muss auch der Zahler f(x,) - f(x;) nach 0 gehen. Also:

Jim_(f0c2) - f(x2)) = 0

Jim_(f0c) - fx2)) = lim_f(z) - lim f(x)) =0

Jim_f(xz) = f(x,)

Die Voraussetzung sagt: Xlzlé‘g(l

Andern der Bezeichnung: x, ® X, x; ® a
)I(i®rg f(x) = f(a)

Dies aber bedeutet, dass f(x) an der Stelle x = a stetig ist (siehe Definition der Stetigkeit).
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Ableitungsregeln

Konstante Funktiony =c¢c

Dy _fx+h)—-f(x) _c-c_0_
Dx ~ h ="h =n=0
y—IlmDy lim0=0

Dx®0 DX T Dx®0

Lineare Funktiony=mx+b

2y_f(x+h)—f(x)_m(x+h)+b—mx—b_ﬂ1_
Dx h = h =h =M
y' = I|®ng dim m=m

Summe und Differenz y = u(x) £ v(x)

Dy _ f(x+h)—f(x) _ (u(x+h)+v(x+h))—(uXx)+v(x)) _ ux+h)—u(x) + v(x + h) = v(x)
Dx — h - h - h - h

v = dimy o= Jimy
Konstanter Faktor y = a=f(x)
Dy _ a=f(x+h)—a=f(x) _ ae f(x + h) — f(x)

Dx ~ h - h
y' = lim g lim a=

u(x + h) u(x) v(x + h) v(x)) _ U'(X) + V'(X)

fix + h) f(x) _ = ge f(X)

Produkt y = u(x)=v(x)

Dy _ f(x+h)—f(x) _ u(x+h)v(x+h)—uX)Vv(x) _ ux+hv(x+h)—uXv(x+h)+uX)v(x+h)—uXx)v(x) _
= h = h =

Dx ~ h
— w V(X + h) + u(x) v(x + hrz - Vv(x)
. Dy _ . u(x + h) — u(x) h) — — '
y=lmo=lim— & vix+h+ u(x)w = U'(X)V(X) + U(X)V'(X)
‘ y =uv y' = Produktregel
. _ux)
Quotienty = 7v(x)
_fx+h) =) _ 1 fux+h) u) -1 fux+hyve)—uevix+h) _ 1 fux+hv(x) - u(x)v(x) + uxv(x) —uxvix + h)\ _
Dx h - (v(x +h) v(x)) ~h ( v(x + h)v(x) ) ~h ( v(x + h)v(x) ) -
_ux+th)-ux)  v(x ux)  v(x+h)—v(x)
- h V(X + h)v(x) ~ v(x + h)v(x) h

- Dy _ Ut h)=u6d v CERELETONE
y'= Dig'o Dx L(gg ( V(X + h)v(x) _v(x + h)v(x) ) -
ux+h) —ulx) h) - U(X) V(X + h) V(x) _ U(V() = u)V'(x)
=1im i1 Vs w9 — i e oo = i V200

y' =55 Quotientenregel

Potenzfunktiony =x" (nT N)

Dy fix+h)—f00 _ M —xP o) (e )M e e e )32+ x+ hx2 e x11 )

= x+ )Ml a x+ )20+ x+ )2+ (x+ hx 24 x0T

y'= g}!(l;)no g !]Im ((x+ ML+ (x+ M)V 2+ (x + 32+ L+ (x+ hxN 2+ xN7L ) = nex1
y =x" y'=nex"l  firni N (nach der Quotientenregel auch firn 1 Z) ‘ Potenzregel

Ganz rationale Funktion

y= ax" + an. X1+ Ap X2+ 4+ ayx2+ ajX + ag
y' =na X"+ (n-1)a, X2+ (N - 2)a, X3+ ...+ 2aXx +a;

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Differentialrechnung Mathematik

H B 80

Ho6here Ableitungen
y =f(x)

ynzfu(x):%: I(@r%w

h

f'(x) ist selbst wieder eine Funktion von x. Deshalb kann man die Frage stellen, ob diese Funktion
auch differenzierbar ist. Wir bilden, sofern er existiert, den Grenzwert des Differenzenquotienten
und erhalten die 2. Ableitung der Funktion f nach x.

. 2 . e 2
y" =) = T = % = lim foe R -6 % Lies: "d zwei y nach d x Quadrat")

Auf diese Art kann man auch héhere Ableitungen z.B. die n-te Ableitung der Funktion f nach x
bilden.

n
y = fh)(x) = % (Lies: "d n'y nach d x hoch n")
Beispiel: Potenzfunktion y = x"
y=x"
y' = nexn-1

y'=n(n- 1) x"2
y" =n(n-1)(n-2) x"3
y# =n(n-1)(n-2)(n-3)x™*

yM=n(n-1)(n-2)e ... @«32«1ex0 =n!

Steigen und Fallen von Kurven

Die 1. Ableitung einer Funktion zeigt das Steigen oder Fallen der zugehérigen Kurve an. Weil der
Differentialquotient ja jeweils die Tangentensteigung in einem Punkt der Kurve angibt, kann man
aus dem Wert der 1. Ableitung ablesen, ob die Kurve steigt oder fallt.

f'(Xg) >0 Die Kurve ist an der Stelle xy streng monoton steigend.
f'(Xg) <0 Die Kurve ist an der Stelle xq streng monoton fallend.

Konvexe und konkave Funktionen

y =1
y =10
y' =1

Die 1. Ableitung gibt die Steigung der Funktion f(x) an. Die 2. Ableitung gibt die Steigung der
Funktion f'(x) an.

konvexe Kurve (Linkskurve) konkave Kurve (Rechtskurve)

T —— T —
a b x a b x

Bei der konvexen Funktion kann man sehen, dass die Tangentensteigung wachst, d.h. dass die 1.
Ableitung steigend sein muss. Als Indiz fur die Steigung der 1. Ableitung dient die 2. Ableitung. Sie
muss in diesem Fall positiv sein. Bei der konkaven Funktion fallt die Tangentensteigung, also muss
die 2. Ableitung negativ sein. Ebenso gilt die Umkehrung, d.h. aus der positiven 2. Ableitung folgt,
dass die Kurve konvex ist.

f'"(x)>0 0] konvex, Linkskurve
f'"(x)<0 0] konkav, Rechtskurve
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Satz von Rolle

y = f(X) sei stetig in [a, b] und differenzierbar in (a, b).
Ferner sei f(a) =f(b) =0

Eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b]

stetige und im dazugehdrigen offenen Intervall
(a, b) differenzierbare Funktion y = f(x) mit
Nullstellen (f(x) = 0) an den Randern des Inter- -

valls hat im offenen Intervall (a, b) mindestens a Xo \

eine Stelle x,, an welcher der Differentialquoti-
ent Null wird.

Mittelwertsatz der Differentialrechnung

y = f(X) sei stetig in [a, b] und differenzierbar in (a, b).

f I(XO) - f(b) - f(a)
Eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] b-a

stetige und im dazugehdrigen offenen Intervall
(a, b) differenzierbare Funktion y = f(x) hat im
offenen Intervall (a, b) mindestens eine Stelle

Xo, an welcher der Differentialquotient f '(xg) =

w wird. (ohne Beweis)

o
X
S
o
X

Regel von I'Hospital

Bei der Berechnung von Grenzwerten von Funktionen stdsst man oft auf unbestimmte Formen. Um
diese unbestimmten Formen zu vermeiden kann man die Funktion z.B. umformen. Die Regel von
I'Hospital ermdglicht die Grenzwertberechnung bei gebrochenen Funktionen auf recht einfache Art.

- N T )
Es gilt 1 500 = WM 760
. X% 4x-6 . 2x+1 _4+1

Beispiel: im~=——> =

>|<®2 x> -4 >|<®2
. , . - . 0 ¥
Anmerkung: Die Regel von I'Hospital kann fiir die unbestimmten Formen und y, verwendet werden.

Sie kann mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung bewiesen werden. Auf den Beweis wird
hier verzichtet.
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Relative Extremwerte

Die Betrachtung von konvexen und konkaven Kurven fihrt zur Feststellung, dass bei konvexen
Kurven eine Minimumesstelle und bei konkaven Kurven eine Maximumsstelle auftreten kann. Wir
definieren:

Eine Funktion f(x) hat an der Stelle x, ein relatives Maximum, wenn fur alle x aus einer Umgebung
U(Xg) gilt: f(x) < f(xp)

Eine Funktion f(x) hat an der Stelle x, ein relatives Minimum, wenn fur alle x aus einer Umgebung
U(Xg) gilt: f(x) > f(xp)

Minimum Maximum

y A y A

o |
X
o
o
X
oV
X
o
(=2

Q
X
o
o
Q
X
o
o

1
a Xo b x a Xo ‘b X
| 1

An der Extremalstelle X, ist die Tangente horizontal, also die Tangentensteigung Null. Als notwen-
dige Bedingung fur einen relativen Extremwert (Maximum oder Minimum) kann man also die Be-
dingung f '(Xg) = 0 nennen.

Um das Maximum vom Minimum zu unterscheiden, braucht man die 2. Ableitung. Fur das relative
Minimum wird die 2. Ableitung positiv sein, flr das relative Maximum ist sie negativ.

relatives Minimum (Tiefpunkt) U f'(xg) =0 Uf"(xq) >0
relatives Maximum (Hochpunkt) U f'(xg) =0 Uf"(xq) <0
Wenn neben der 1. Ableitung auch die 2. Ableitung Null ist, kann ein sogenannter Terrassenpunkt

vorliegen, es kann aber auch ein gewdéhnliches Maximum oder Minimum sein. Die Entscheidung
liefern die héheren Ableitungen an der jeweiligen Stelle.
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Beispiel 1: y =-x3+ 27x
y =-3x2+27 60 1Y
" =-6X
- w0
y'=0: 3x2+27 =0 20 1
x2 =9 X
Xip = #3 C f —0 t t !
y'(3) =-6=3<0 H (Maximum) -6 -4 -220 2 4 6
y'(-3) =-6=(-3) >0 T (Minimum) ) T
Ao 4
-60 1
Beispiel 2: y =x3 Xp =0 y =x4 Xp =0
y' =3x2 f'0) =0 y' =4x3 f'(0) =0
y" = 6x f"(0) =0 y" =122 f"(0) =0
y" =6 f"(0) =6>0 y" = 24x f"(0) =0
vy =24 f4 =24>0
y Yy
X X
Terassenpunkt Tiefpunkt

Den Ausschlag fur Extremwert oder Terassenpunkt gibt jene héhere Ableitung ungleich Null, nach-
dem die vorhergehenden Ableitungen Null gewesen sind. Ein relativer Extremwert liegt vor, wenn
es eine gerade Ableitung ist, welche von Null verschieden ist, nachdem alle vorherigen Ableitungen
Null gewesen sind.

Wendepunkte

Wendepunkte sind Punkte, in denen eine Kurve von der konvexen in die konkave oder von der
konkaven in die konvexe Form Ubergeht.

T o i ——
a Xo b x a X b x

Beim Ubergang von der konvexen in die konkave Form oder umgekehrt wird die Tangentensteigung
maximal, bzw. minimal sein. Somit kann man Wendepunkte finden, wenn man die relativen
Extremwerte der 1. Ableitung einer Funktion bestimmt. Also ergibt sich:

Eine Funktion f(x) hat an der Stelle xy einen Wendepunkt, wenn f "(xg) = 0 und f "(xg) * 0 ist. Wenn
die 3. Ableitung Null ist, sind héhere Ableitungen zu untersuchen. Ein Wendepunkt liegt vor, wenn
die erste von Null verschiedene Ableitung eine ungerade Ableitung ist (ohne Beweis).
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Kurvendiskussion

Kurvendiskussionen dienen dem systematischen Erfassen von wesentlichen Eigenschaften einer
Kurve mit dem Ziel, die Kurve dann zeichnen zu kénnen. Bei einer Kurvendiskussion werden
folgende Punkte bearbeitet:

Ableitungen (y', y", eventuell y")

Nullstellen:y =0

Pole, Asymtoten, Naherungskurve

Relative Extrema: y'=0,y" =?

Wendepunkte: y*=0,y" 1 0

Zeichnung

ok wnpE

Pole, Asymptoten und Naherungskurven gibt es vor allem bei gebrochenen Funktionen. Aber auch
die Exponential- und Logarithmusfunktionen haben Asymptoten.

Computer und Taschenrechner ermdglichen in den meisten Fallen eine brauchbare Zeichnung von
Graphen einer Funktion. Zu beachten ist, dass in der Regel die Kurven einfach punktweise berech-
net werden. Es gibt Falle, bei welchen diese Methode nicht geniigt und Elemente der Kurvendis-
kussion unabdingbar sind. Zeichnen Sie z.B. den Graph von y = cos(1/x).

Beispiel:
1. Ableitungen
y =3x3-9x
y' =9x2 -9
y" =18x
y" =18
2. Nullstellen: y =0
3x3-9x =0
3x(x2 -3) =0
X1 =0
Xo13 :i\ﬁ

N.1(0/0), Na(V/3/0), Na(-\/3/0)
3. Pole, Asymptoten, Naherungskurve gibt es keine

4. Extrema:y'=0

9%2-9 =0
X, =1 y1=f(1)=3-9=-6 y"(1)=18=1>0 T (Minimum) (1/-6)
X, =-1 y,=-3+9=6 y"(-1) = 18=(-1) <0 H (Maximum) (-1/6)
5. Wendepunkte: y" =0
18x =0
x =0 y=f0)=0 W(0/0)
6. Zeichnung:
8Ty
64
41
24
X
I } o } i
-2 -1 1 2
21
4 1
61
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Ganz rationale Funktion
Schon friher hatten wir die ganz rationalen Funktionen definiert:

y = f(x) =ax" + an X1+ L+ ax2 + ax + ag
nl Ng, gl R

Die rechte Seite der Definitionsgleichung wird Polynom genannt. Ist die héchste Potenz von x das x"
so ist das Polynom vom Grad n. Der Graph der Polynomfunktion n-ten Grades ist eine Parabel n-ter
Ordnung.

Nullstellen von Polynomen

Definition: Nullstellen einer Funktion f(x) sind jene Stellen (x-Werte), fur die der Funktionswert
Null ergibt. Also: xg ist Nullstelle von f(x), wenn f(xg) = 0 gilt.

Far Polynome vom Grad 1 und 2 kénnen die Nullstellen recht einfach berechnet werden (Lineare
und quadratische Gleichung). Bei hoherem Grad des Polynoms erhalt man eine Gleichung entspre-
chenden Grades. Solche Gleichungen kénnen in den meisten Fallen nicht exakt geldst werden. Unter
bestimmten Umstanden ist aber eine exakte Losung auffindbar. Wenn aber gar keine exakte Lésung
zu finden ist, missen die Lésungen mit Naherungsverfahren (z.B. Newtonsches Verfahren) gesucht
werden.

Satz: Ist X eine Nullstelle des Polynoms f(x) mit dem Grad n, so kann man f(x) in das Produkt von
einem Linearfaktor (X - Xg) und ein Restpolynom g(x) vom Grad n-1 zerlegen.

Beweis:
f(X) = apX" + ap X1+ L+ ayx2 + ajx + ag
n n-1 2
f(Xg) =apXg + ap.1Xg + ... taxXgta;Xg+a;=0

f(x)-0= a\n(xn - X 8) + an_l(x”'1 - xg'l) +...+ az(x2 - x(z)) +ay(X - Xg) = (X - X)g(Xx)

. .. - -2 -1 iy .
Die Terme (x” - X 3) kénnen zerlegt werden in (X - Xg) (x”'1+ X2 + ...+ xxg + xg ) . Somit ist

leicht zu sehen, dass nach dem Ausklammern nur mehr x™1 als héchste Potenz von x stehen bleibt
und g(x) somit den Grad n-1 hat.

Satz: Ein Poynom n-ten Grades kann héchstens in n reellwertige Linearfaktoren der Form (x - X;)
zerlegt werden.

Beweis: Bei jeder Zerlegung sinkt der Grad des Restpolynoms um 1. Falls die Zerlegung weiterge-
fuhrt werden kann, wird einmal ein Restpolynom vom Grad Null, also eine Konstante, tibrig bleiben.
Dann kann aber nicht mehr weiter zerlegt werden.

Satz: Ein Polynom n-ten Grades hat hiochstens n reelle Nullstellen.

Beweis: Da das Polynom in hiéchstens n Linearfaktoren zerlegbar ist, konnen auch nicht mehr als n
Lésungen der Polynomgleichung auftreten, denn zum Losen werden alle Linearfaktoren einzeln Null
gesetzt.

Definition: Eine Zahl x, ist m-fache Nullstelle eines Polynoms n-ten Grades, wenn sich das Polynom
f(X) in (X - Xg)™g(x) zerlegen lasst.
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Satz: Hat ein Polynom n-ten Grades mit ganzzahligen Koeffizienten eine ganzzahlige Nullstelle, so
ist diese Nullstelle Teiler des konstanten Gliedes.

f(X) = apxN + @, XML+ ...+ a,x2 + apX + ag ajl z
Xo Sei eine ganzzahlige Nullstelle, also soll x, Teiler von a, sein.
Beweis:
n n-1 2
AnXp t AnaXp * ...t AXptaXptag = 0
n n-1 2
AnXp t AnaXp * ...t aXpta1Xy =-Qg
n-1 n-2 2
Xo( anXg *+angXg *t ...t axXpt alxo) =-ap

Die beiden Faktoren links sind ganze Zahlen, ebenso ist a; eine ganze Zahl. Deshalb missen die
beiden Faktoren links Teiler von a; sein. Also ist X, Teiler von a,

Dieser letzte Satz wird benUtzt, um durch gezieltes Probieren exakte Nullstellen zu finden.

Beispiel: f(x) = x3 - 2x2 - 3x + 6, gesucht sind die Nullstellen des Polynoms f(x)
x3-2x2-3x+6=0

konstantes Glied: 6 Teiler: 1, +2, +3, +6
x = 1: 1-2-3+6 10
x =-1: -1-2+3+6 10
X = 2: 8-8-6+6 =0
1. L6sung: X, =2 Linearfaktor: (x - 2)

Polynomdivision: g(x) = (x3- 2x2 - 3x + 6):(x - 2) =x2-3
Weitere Lésungen: g(x) =0
x2-3=0

Xoi3 = i\/:_3
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Newtonsches Verfahren zur Nullstellenberechnung

Das Lésen von Gleichungen ist eine der wichtigsten Aufgaben der Mathematik. Wie soeben die Poly-
nomgleichungen gezeigt haben, ist es aber oft nicht einfach bzw. gar unméglich, exakte Lésungen
einer Gleichung zu finden. Ein von Newton angegebenes Verfahren liefert nach einer Folge von
Iterationsschritten eine Naherungsldsung, die fur praktische Probleme meist brauchbar ist.

Gesucht ist also die Schnittstelle einer Kurve y = f(x) mit der x-Achse. Wir wéahlen einen Startpunkt
Po(Xo/f(Xg)) in der Nache der Schnittstelle aus. Dieser Startpunkt wird z.B. aus der Skizze des
Graphen gewonnen. Im Startpunkt wird die Tangente an die Kurve errichtet. Die Tangente
schneidet die x-Achse an der Stelle x;. X; ist in den meisten Fallen eine bessere Naherungslésung
als xy. Jetzt wird neu der Punkt P;(x,/f(X;)) berechnet. In P,wird die Tangente errichtet, welche die
x-Achse an der Stelle x, schneidet. P,(x,/f(X,)) liegt auf der Kurve. Es ist der nachste Punkt, in dem
die Tangente errichtet wird. So wird das Verfahren also fortgesetzt.

i i B
Xz X1 X
Xn P(xn/f(xn))
Tangentensteigung:  f'(X,) Es soll f'(x,) * 0 sein
Tangente: y - f(x,) = F'(Xn)=(X - Xp)
Schnitt Tangente - x-Achse: y =0
Xp+1= Xn - o)
£'(xn)
Wir erhalten eine Folge von Naherungswerten Xxg, X1, X2, ... (Newtonfolge), welche "normalerweise"

gegen die wahre Nullstelle x konvergiert. In der Praxis wird das Verfahren abgebrochen, wenn
I Xn+1 - Xnl "klein genug” ist. Die Differenz zwischen zwei aufeinanderfolgenden N&herungswerten
ist in der Regel nahezu gleich der Abweichung von der wahren Ldsung, sodass mit der angegebenen
Abbruchregel hinreichend gut gearbeitet werden kann.

Beispiel: f(x) =x3+2x-1
f'(x)=3x2+2
f0)=-1;f(1)=1+2-1=2
Zwischen 0 und 1 liegt also eine Nullstelle. Wir wéahlen den Startwert xo = 0.

L P Mit einer Excel-Tabelle:
X1 = X0 - 1oy = 0 - 3 = 0,500000 x(rl1t) einer Exce f(X?be e 0
%o = xg - 00— 05 2125 _ g 454545 0.000000 -1.000000 2.000000
fixy =7 275 0.500000 0.125000 2.750000
) 0.454545 0.003005 2.619835
X3 = X2 = 1y = 0,453398 0.453398 0.000002 2.616710
f(3) 0.453398 0.000000 2.616708

X4 = X3 - fxg = 0,453398

Das Newton-Verfahren zeichnet sich in der Regel durch eine sehr schnelle Konvergenz aus. Nach
unglaublich wenigen Schritten &ndert sich im obigen Beispiel die Losung auf 6 Stellen nicht mehr.
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Rationale Funktionen

u) _ an"+anxM+ L+ ax® +agx +ag

V) T XM+ byyax™ L+ L+ box2 + byx + by

Definition: R(x) = (n,mT Ng, a,bT R,a,t 0, byt 0)
Wenn der Nenner konstant (m = 0, by * 0) ist, ergibt sich die ganz rationale Funktion. Im anderen
Fall nennt man die Funktion gebrochen rational. Sie ist definierbar fur alle reele Zahlen mit
Ausnahme der Nullstellen des Nenners. Ebenso ist sie im Definitionsbereich stetig und differenzier-
bar. Die gebrochen rationale Funktion ist echt gebrochen, wenn der Grad des Zahlers kleiner als der
Grad des Nenners ist.

Pole

Als Besonderheiten gelten die Nullstellen des Nenners. Dort kann man die Funktion ja nicht defi-
nieren. Wenn nicht gleichzeitig der Zahler Null wird, geht der Funktionswert nach ¥, wenn man
sich einer Nullstelle des Nenners nahert. Eine solche Stelle heisst Pol oder Unendlichkeitsstelle. In
einem Pol kann man eine zur y-Achse parallel verlaufende Asymptote zeichnen. (Eine Asymptote ist
eine Gerade, der sich eine Kurve ndhert, die sie aber nie erreicht.)

Verhalten fur x ® +¥

Zum Zeichnen der Kurve ist das Verhalten der Funktion fir x ® ¥ von Interesse. Dabei gibt es je
nach Grad des Zahlers (n) und des Nenners (m) drei Méglichkeiten:

N

" io jfurn<m
lim 22 =}cl R\ {0} furn=m
S +¥ #ﬂjrn>m
Naherungskurve

Wenn der Grad des Zahlers grésser als der Grad des Nenners ist, kann man eine Polynomfunktion
als Naherungskurve fir x ® +¥ bestimmen. Dazu muss man einmal den Zahler durch den Nenner
dividieren (Polynomdivision), um einerseits einen ganz rationalen Teil und andererseits einen
gebrochenen Rest zu erhalten. Dieser Rest verschwindet mit x ® +¥, sodass sich die gegebene
Funktion mit x ® =¥ der Polynomfunktion annahert.

4.

Beispiel: y = 2XX2+)1(
X+ 2
(2x4—x):(x2+1):2x2-2+x)§+1

Die Naherungskurve hat die Gleichungy = 2x2 - 2

. 3.
\
\
\ 2T
\
\
\ 1t
\
\ X
I LY i
-2 -1\\ D 2
\ -1 4
\
N
Nol
1 ~
y=n=x" nli N
Coynl
Quotientenregel: y' = ° on = -nexnl

Potenzregel firn1 z: y=xn
y' = nexn1
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Mehrfache Nullstellen von Polynomfunktionen

Eine Polynomfunktion f(x), welche eine m-fache Nullstelle X, hat, kann zerlegt werden in:
f(x) = (X - Xo)"*g(X)
Es sei jetzt X, eine 2-fache Nullstelle. Dann ist X, auch Nullstelle der 1. Ableitung.

Beweis:
Wenn X, eine Nullstelle von f(x) ist, gilt: f(X) = (X - Xg)2=g(X) = (X - Xg)=(X - Xp)=g(X)

Nach der Produktregel folgt:

£'(x) = 1=(x - Xp)=g(X) + (X - Xp)*1=g(X) + (X - Xo)*(X - X0)*7'(X) = (X - Xo)*(2 g(X) + g'(x))

f'(X) kann also in einen Faktor (X - Xg) und ein Restpolynom zerlegt werden.

Wenn x, eine m-fache Nullstelle des Polynoms f(x) ist, dann ist sie auch Nullstelle aller Ableitung
bis zur (m -1)-ten Ableitung. Erst in der m-ten Ableitung f(M(x) ist x, keine Nullstelle mehr.

Symmetrien bei Funktionsgraphen

y A

Der Graph der Funktion f(x) ist zur y-Achse P(-xly) P(xly)
symmetrisch, wenn gilt: f(-x) = f(x).

Fur Polynomfunktionen ergibt sich damit: Eine -
Polynomfunktion ist zur y-Achse symmetrisch, \\/ X
wenn nur gerade Exponenten auftreten.

y A

P(xly)

Der Graph der Funktion f(x) ist zum Ursprung
punktsymmetrisch, wenn gilt: f(-x) = -f(x).

Far Polynomfunktionen ergibt sich damit: Eine
Polynomfunktion ist zum Ursprung punktsym- 0
metrisch, wenn nur ungerade Exponenten auf- X
treten.

P(-x/-y)

Fundamentalsatz der Algebra

Im Kérper der komplexen Zahlen C besitzt jedes nicht konstante Polynom mindestens eine Null-
stelle. (ohne Beweis)
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Weitere Ableitungsregeln

Kettenregel

Gegeben seien die Funktionen f und g. Ilhre Zusammensetzung h ist definiert als h = feg. Die beiden

Funktionen f und g seien ferner differenzierbar im Definitionsbereich.

g-A® B .:B® C h:A® C
g:X® u=g(x) fu® y=f(u) h: x® y =f(g(x))

' d ' d
0'(%) = g f'(u) = g
Gesucht ist die 1. Ableitung der Funktion f nach x, also f '(x) = %
Differenzenquotient: %y = W u=g(x
gx)=u P u+Du
g(x +Dx)=u+Du Du
Du = g(x + Dx) - g(x) 5 u
Dx® 0 p Du® 0

X X+Dx

Dx =

Dy _ f(u+Du)-f(u) _ flu+Du)-f(u) Du _ f(u+Du)-f(u) g(x+Dx)-g(x)
Dx = Du *bDx ~ Du ® Dx

Nach den Voraussetzungen existieren die Ableitungen f '(u) und g'(x), sodass sich flr den Grenzwert

des angesetzen Differenzenquotienten ergibt:

s Dy _ e fu+Du)-fu) o gix+Dx)-g(x) _ ¢ du
o= g R < S = 1w -

g =2

Eine zusammengesetzte Funktion wird abgeleitet, indem man jeweils die aussere Funktion nach der

nachstinneren ableitet und die erhalten Ableitungen multipliziert.

y=fu)=fgx)  u=g()
v _dy _ du Kettenregel
T du  dx
Beispiel: y = (2x8 - 5)17 y' = 17(2x3 - 5)166x2

Ableitung der Umkehrfunktion

Gegeben ist eine Funktion f. Umkehrfunktion:
f.A® B fLB® A
f.x ® y=1(x) bijektiv, differenzierbar fly® x=fly)

Unter den gegebenen Bedingungen ist die Umkehrfunktion differenzierbar.
e . . f(x+h)-f

y'=f (X):DIJ«Q‘E) %:Lg{ai(x h) )

Der Differenzenquotient der Umkehrfunktion heisst: % =

L[~

Dx® 00U Dy® 0

Im Nenner steht der Differenzenquotient der Funktion f. Der Grenzwert davon ist y' = f '(x). Somit

erhalt man fur die 1. Ableitung der Umkehrfunktion:

ey =X 11
X _(fl) Tdy Ty T f'(x)

Nach Vertauschen von x und y:

fLB® A

flx® y="fx)
v _dy _1_ 1

(F) = 5 =% = )
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Beispiel:
f.R*® R* fL.R*® R*
f.x® y=x2 f'l:y®x:\/§/
g e 11
y'=f'(x) = 2x X'= (1) =3 =5
X « y

. e 1 1

y =x y'= () =5 =q

Wurzelfunktionen

Als Umkehrfunktionen der Potenzfunktionen mit ganzzahligem Exponent erhalt man Wurzelfunkti-
1

onen der Arty = xn. Nach der Regel fur die Ableitung der Umkehrfunktion gilt:
1

y:xn X— X—n-ynl

1-n 1-n
y':fz == yln— (Xn) Fl] ‘n =

Auch diese Ableltung hat den Charakter der Potenzregel!

1,
n

X

Sk

m
Nun ist noch die allgemeine Wurzelfunktion abzuleiten: y = xn

m \™
y:xn:(xn)

Nach der Kettenregel gilt:

m-1 1
17 a—
pom()

Damit ist aber auch wieder die Potenzregel ersichtlich. Jetzt also gilt diese Regel auch fur rationale
Exponenten. Mittels Darstellung von reellen Zahlen durch Intervallschachtelungen mit rationalen
Réandern kann man die Gultigkeit der Potenzregel auch fur reelle Exponenten beweisen. Somit gilt
also:

s13
sI3
iR

X

y = xn nT R
y'= nexn-1
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Trigonometrische Funktionen
. sinx
=7
fipg "=
sin X < x < tan x furo<x<?
L5 1, cosx | sin x
sin X X Sin X
1> "> cosx
«® 0 | | sin x| x\| & x
3 |im SN 3
Lol e 1 -
. sinx _
Pl =t
y = f(X) = sin x
%:f(x+r;])—f(x) =sm(x+f;])—smx :smxcosh+cc;1sxsmh—5|nx =Sinxcos:—1+cosxﬂhh:
_oh _h
: . sin sinh _ . . 7smf sinh
=-28IN X~ +COSX T =-SINXSING —p~ +C0S X -
2
1 Q_- 1 L _J - - =
dim o = -sin x «0<1 + cos x « 1 = c0s X
y =sin x
y' = cos X
y = C0S X L . . .
y' = -sinx (Beweis wie bei der Sinusfunktion)
— _ sinx _ __cos X
y_tanx_cosx y_COtX_sinx
cos2x + sin?x 1 -sin?x - cos?x -1
= = —5 = 2 = == =-1 - 2
cos2x cos2x 1+1tan®x y sin®x sin®x 1-cot®x

Zyklometrische Funktionen

Die zyklometrischen Funktionen sind die Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen.
Ihre Ableitungen kann man mit der Ableitungsregel fur Umkehrfunktionen gewinnen.

y =sin x
y' = cos X
y = CO0S X
y' =-sin x
y = tan x

y' =1+ tan?x

y = cot X
y' = -1 - cot?x

X = arcsiny
X,_l_ 1 _ 1 _ 1
y' o cosx Vl—sinzx \ll—y2
X = arccos y
X,_l_ 1 _ -1 _ -1
Yo sInx 1 cos2x \/1—y2
X =arctany
X,_l_ 1 _ 1
TY T 1+tanx  1+y?
X = arccoty
X,_l_ 1 _ "1
YT 1-cot?x _1+y2

Nach Vertauschen von x und y erhalten wir folgende Ableitungsregeln:

y = arcsin x
. 1
y \/1—)(2

Yy = arccos X
L -1
y \ll—x2

y = arctan x

L1
Yy =12

y = arccot X
v -1
y' =

1+x2
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Logarithmusfunktion
y =In x =¢log x (natdrlicher Logarithmus)
1
Dy _ f(x+Dx)-f(x) _ In(x+Dx)-Inx _ 1 Xx+Dx _ 1 Dx\ _ Dx\ o
= o = O =xIn— —Dxln(1+x)—ln(1+x)D><
=N Dx® 0U n® ¥
Dx_1
X —n
1_n
Dx — X
n
Dy _ 1\, _ 1 1\n
x = In(l + E)X =3 In(l + ﬁ)
f—im L \n_1 _1
y —!,ng'”(l‘fn) =5 Ine=;
y=Inx
L1
Yy =x
y = 2log x ::r%
o1
Y =xIna
Exponentialfunktion
Die Exponentialfunktion ist die Umkehrfunktion der Logarithmusfunktion.
y=Inx Xx=eY
, 1 , 1 1
y:; X:?:T:X:ey
x
Nach Vertauschen von x und y erhéalt man:
y=¢
y' = e
y = aX = exlna
y'=exNaelna=a*lna
Hyperbolische Funktionen und Areafunktionen
X _ X inh
y =sinh x = *5° y = tanh x =
X 4 g=X , h2x - sinh? 1
yI =2 ere = cosh x == c;(sh;:1 i cosh?x =1-tanh®x
X 4 o= X h
y = cosh x = =3¢ y = coth x = G
X_ X , _ sinh?x - cosh? 1
yI =2 2e =sinh x = si>;hg(>)<S i sinh?x =1-coth?x
1 1+
y:arsinhx:In(x+\/x2+1) y =artanh x =5 Inj
1 1
'V y =12
y 7z 1-x
1 +1
y:arcoshlen(x+\/x2-1) y=arcothx=51In% "3
1 1 ' = 1
y = y 1-x2
xc-1
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Maximum, Minimum, Optimum
Relative und absolute Extremwerte
f.[-1,2]® R

f.x® y=1(x)=x2 Zeichnung

Gesucht ist das globale Maximum und das
globale Minimum von f(x). Es ist f(-1) = 1 und

f(2) = 4. Bei der Berechnung der relativen Ex-
trema erhalt man:

f'(x) =2x f'xX)=2x=0
) x=0,f0)=0
f'"X)=2>0 Minimum

Die Funktion f hat bei x = 2 ein globales
Maximum und bei x = 0 ein globales Minimum.

Das Beispiel zeigt die Problematik von globa- -1 0 1 2
len und lokalen (relativen) Extremwerten auf.

Extremwerte mit Nebenbedingungen

In der Praxis kommen oft Funktionen vor, welche von mehreren Variablen abhangig sind. Allerdings
sind diese Variablen oft voneinander abhéngig, sodass man durch ein System von Gleichungen
(Nebenbedingungen) die gegebene Funktion auf eine Funktion von einer Variablen zurtckfihren
kann. An einem Beispiel soll ein solches Problem erlautert werden.

Beispiel 1:

Ein oben offener Abwasserkanal hat folgenden Querschnitt: Auf einen Halbkreis ist ein Rechteck
aufgesetzt (siehe Zeichnung). Bei gegebenem Querschnitt A = 1 m2 soll die Oberflache der Wandver-
kleidung minimiert werden.

Als Mass fur die Oberflache der Wandverklei-

dung des Kanals kann die Summe von der

Bogenlange des Halbkreises und den beiden y
nach oben laufenden Streckenstiicken genom-

men werden. Diese Gesamtlange, die ja dann X
minimiert werden soll, wird als Funktion von
der Breite x und der Héhe y des Rechtecks an-
gesetzt (Ziefunktion)

m‘><

Gesamtlange G =2y + % xp  (Zielfunktion)

Hier kann eine Nebenbedingung aufgestellt werden, denn es ist ja der Querschnitt des Kanals ge-
geben.

A=; (g)zp +Xy (Nebenbedingung)

Um die Zielfunktion als Funktion von einer Variablen darzustellen, wird die Nebenbedingung umge-
formt. Es ist einfach, diese Gleichung auf y zu l6sen und das y in der Zielfunktion zu eliminieren.

2
X
A=75+Xy
xp

_A
y_x
2
—ofA_Xp\ 1, _2A_ xp_8A+xp
G_z(x_8)+zxp_x+4_ 4%

Wie bekannt ist, bleibt ein konstanter Faktor beim Ableiten erhalten. Deshalb kann man eine
Vereinfachungsregel formulieren.

8

Bei der Extremwertberechnung kann ein positiver konstanter Faktor gestrichen werden.
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Die neue Zielfunktion heisst z.B. F
2

_8A+Xx%p
F = X
F' = —8A+px2
_7)(2
" 16A
F =3

X

F'=0 -8A+px2=0

8A
-7
Xz =2\

Fur A =1 m? erhalt man also: x = +1.6
Der negative Wert ergibt beim gegebenen Problem keinen Sinn. Den positiven Wert kann man
mittels 2. Ableitung auf das Minimum Utberprufen.

16A

F" :X—3>0fUrx>0 Minimum
Beispiel 2:

Einem Kreis mit dem Radius r soll das gleich-
schenkelige Dreieck mit kleinster Fladche um-
schrieben werden.

Das Dreieck hat die Basis 2x und die Hohe vy.
Da die Flache minimal werden soll, wird die
Flache als Funktion von x und y angesetzt
(Zielfunktion):

F =%-2xy=xy

Nebenbedingung: Es gibt zwei ahnliche Drei-
ecke: DDBC ~ DEMC

X\ +y2=ri(y-r)

Mit dieser Gleichung kann eine Variable in der
Zielfunktion durch die andere ausgedrickt

werden.
X(y - 1) =\ +y?

X2(y - 1)? =13 (x? +y?)

X2y - 2x2r =yr?

X2 = G
Ty-2r
— y
X =r y-2r

F= xy:yr‘\/y?'2r

Hier liegt jetzt eine Wurzelfunktion zur weiteren Behandlung vor. Das Ableiten von Wurzelfunktio-
nen ist zwar moglich, aber doch etwas mihsam. Deshalb fragen wir, ob wir nicht das Quadrat der
Flachenfunktion weiter behandeln kénnten. Was aber geschieht beim Quadrieren einer Funktion
mit den Extremwerten?

y=f(X),y' =f'(x), y" =f"(x). Es sei f(x) >0

F=y2=f(x)

F'=2yy' = 2f(x)f '(X)

F"=2y?2 + 2yy" = 2f 2(x) + 2f(x)f "(X)
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F'=0 b 2f(x)f '(x) = 0

Als Lésungen erhalten wir bei f(x) > 0 genau jene Stellen, an denen f '(X) = 0 ist. F" wird dann zu
2f(x)f "(x) und hat bei positivem f(x) dasselbe Vorzeichen wie f "(x). Damit aber gibt F" genauso gut
Auskunft Gber ein Maximum oder Minimum wie f "(x).

Wir sehen, dass statt der positiven Funktion f(x) auch ihre Quadratfunktion auf Extremwerte
untersucht werden kann. Bei Wurzelfunktionen sind, wenn es sich um die positive Wurzel handelt,
die oben genannten Bedingungen erfullt.

Bei der Extremwertberechnung kann die Zielfunktion quadriert werden.

yr
y-2r

F=xy=y

In unserem Fall quadrieren wir die Zielfunktion. Ferner kann das r2 als konstanter Faktor gestri-
chen werden.

3

_y
P F Ty-2r
23 ey
P =y an?
F,,_2y3—12y2r+24yr2
T we?
F'=0 P 2y3-6y?r =0 |:y2t 0
y =3r
3 1083 4 793
F"(3r) = w >0 Minimum
— y _ 3r _
x-r‘\’y_Zr—r\/_r—r\/é

F=xy= 3r2\/§
Lineare Optimierung

In den vorhergehenden Aufgaben wurden Maximierungs- und Minimierungsaufgaben gelést, bei
denen die Nebenbedingungen durch Gleichungen gegeben waren. Haufig ist dies aber nicht der Fall.
Vielmehr sind die Nebenbedingungen durch Ungleichungen gegeben. Somit erhalt man eine
Zielfunktion fur die zu maximierende oder zu minimierende Grosse und ein System von Gleichungen
und Ungleichungen fiir die Nebenbedingungen. Im folgenden wird der Fall behandelt, dass die
Zielfunktion und die Nebenbedingungen linear sind. Dieser Fall heisst "Lineare Optimierung".

Die lineare Optimierung spielt meist eine Rolle bei der numerischen Behandlung von wirtschaftli-
chen Fragestellungen. So geht es oft um das Problem der Gewinnmaximierung unter den gegebenen
Bedingungen eines Produktionsbetriebes wie Anzahl Mitarbeiter und Beschrénkung der Wochen-
arbeitszeit oder um die Kostenminimierung bei Sicherung einer bestimmten Qualitéat.

Beispiel:

In einer Fabrik wird eine Ware in zwei verschiedenen Qualitdten Q; und Q, hergestellt. Dabei wird
jedes Stuck nacheinander auf den Maschinen M; und M, bearbeitet. Die jeweilige Qualitat wird
durch die entsprechende Bearbeitungszeit auf den beiden Maschinen erreicht. Die folgende Tabelle
gibt einen Uberblick:

Bearbeitungszeit/Qualitat Q1 Q,
auf M, a; b,

auf M, a, b,

Stuckgewinn 01 O2

hergestellte Menge X1 Xy
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Es soll jetzt der Gesamtgewinn maximiert werden, wobei aber zu beachten ist, dass die Arbeitszeit
pro Woche (s) limitiert ist.

Als Zielfunktion wird der Gesamtgewinn G angesetzt. Er ist:
G =01Xg + goX2

Die Nebenbedingungen werden einerseits durch die maximale Laufzeit der Maschinen und anderer-
seits durch die Tatsache, dass Stlickzahlen nicht negativ sind bestimmt.

a;xy +bix, £5s
ayXy +box, £5

X1 30

Xo 30
Far die konkrete Lésung seien nun folgende Zahlenwerte gegeben:
a; =2 min b; =4 min g1 =4 Fr.
a, =6 min b, =2 min g, =3 Fr. s = 2400 min

Damit ergeben sich folgende Gleichungen und Ungleichungen:
G =4x, + 3%,

2xq +4x, £ 2400
6x;, + 2x, £ 2400
X1 %0
Xo 30

Graphische Lésung:

Das Ungleichungssystem der Nebenbedin-
gungen beschreibt in der x;/x,-Ebene einen von

Geraden begrenzten Bereich. Die Zielfunktion % A
lasst sich fur einen festen Wert von G durch 1200 |
eine Gerade darstellen. Fur verschiedene

Werte von G hat die Gewinngerade dieselbe 1000 1
Steigung. Nur die Achsenabschnitte andern

sich. Nun wird jene Gewinngerade eingezeich- 8001
net, welche den Bereich der Nebenbedingungen 600 1
berihrt und fir den Gewinn G den gréssten

Wert ergibt. Gewinngeraden, welche durch den 400 1
Nebenbedingungsbereich hindurchgehen, las-

sen verschiedene Kombinationen fur die Pro- 200 1
duktionsmengen zu, Gewinngeraden, welche

den Nebenbedingungsbereich nicht schneiden, 0 -

. R R .. . X
sind mit nicht realisierbaren Gewinnwerten 0 200 400 600 800 1000 1200 X,

ausgestattet. Als Losung kann aus der Zeich-
nung far x;= 240, fur x, = 480 und fur G = 2400
abgelesen werden.

Eine analytische Losung flr dieses Problem ist nicht so einfach. Gerade die Unsicherheit, die in den
Ungleichungen steckt, lasst sich nicht so kurz fassen. Das zur Ldsung von linearen Optimierungs-
aufgaben gebrauchliche Rechenverfahren, die Simplexmethode wird hier aber nicht behandelt.

Allgemeine Formulierung des Problems fur Maximierung:
Zielfunktion G = p1Xg + PoXo + ... + PpXy

Nebenbedingungen: a;1Xy + apXe + ... +taX, £b;
Ax1 X1 T agXy + ... + aypXp £ b2

amiXy + amaXo + ...+ ampXn £ by
X130,%X,%0,...,%x,%0

Fur den Fall der Minimierung der Zielfunktion missen in den Nebenbedingungen Abschétzungen
nach unten (mit 3 statt £) angegeben werden.
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Differentiale

Eine Funktion f(x) ist differenzierbar und hat
die Ableitung f '(x). Geometrisch bedeutet die
1. Ableitung bekanntlich die Steigung der
Tangente. Der Zweck des Differenzierens ist es
ja immer gewesen, fir ein sehr kleines Stiick
die Kurve durch ihre Tangente zu ersetzen.
Mit der 1. Ableitung kann die Tangenten-
gleichung gebildet werden. Fr einen sehr klei-
nen Fortschritt von x - wir nennen ihn hier dx
oder Dx - wird sich das y nicht sehr viel anders
verandern, wenn wir die urspriingliche Funk-
tion oder ihre Tangente im Startpunkt verfol-
gen. Mit Dy bezeichnen wir die effektive Veran-
derung des Funktionswertes bei einem Fort-
schritt um dx, dy soll die Veranderung des y-
Wertes an der Tangente messen.

y =f(x)
y = ()
Dy =y, - y1 = f(X2) - f(xq) = f(xq + Dx) - f(x1)

Dy _ flxq + DX) - flx1)

Dx Dx

a=109

dy =f'(X)=dx

Beispiel 1:

y=x% x;=2,Dx=dx=0,01
y'=2x

y'(2)=4

Dy = (2.01)2 - 22 = 4,0401 - 4 = 0,0401
dy =f'(2)=dx = 4=0,01 = 0,04
Beispiel 2:

y=Inx,x;=0,1, Dx =dx =0,01

Y =

y'(0,1) = 5 = 10
Dy=1In0,11-1n0,1=0,095310

dy =f'(0,1)=0,01 = 10-0,01=0,1

/

—

L,t
%

-

Bei gentigend kleinem Wert von dx = Dx ist der Unterschied zwischen Dy und dy sehr klein. Fur
praktische Probleme liegt dieser Unterschied meist unterhalb der Genauigkeitsschwelle der Mess-

werte.
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Bestimmtes Integral

EinfuUhrung
1. Weg-Zeit-Funktion:

Bei der gleichférmigen Bewegung aber auch v
bei der gleichmassig beschleunigten Bewegung /
kann man den in einer Zeitspanne Dt /
zuriuckgelegten Weg noch recht einfach berech- _— /
A . . S Ds = veDt
nen. Bei einer nichtlinearen Geschwindigkeits- /
Zeit-Funktion gibt es aber Probleme. Die v
Geschwindigkeit ist ja die Anderung des Weges I

Ds wahrend einer kleinen Zeitspanne Dt: v = %.
Far Ds gilt: Ds = veDt

Am besten wird das gesamte Zeitintervall in
kleine Spannen Dt zerlegt. Die jeweils in
diesen  Zeitspannen Dt  zurickgelegten Dt
Strecken Ds werden summiert. FUr eine sehr
feine Einteilung erhalt man auch sehr viele
Summanden und das Ergebnis wird dem
genauen Wert fur den Weg sehr nahe kommen.

-~V

2. Arbeit im Gravitationsfeld:

Bei der Brechnung der Hubarbeit im Gravitati-
onsfeld bei griosserer Hubhdéhe kann man die

Anderung der Gravitationskraft mit dem Ab-

stand r nicht mehr vernachlassigen: F(r) = gmr%/'

Auch hier kann die Gesamtarbeit W als Sum-
me der einzelnen Arbeitsportionen DW berech-
net werden. DW = F(r)Dr

o
W » _§vai = §Fi(r)Dri = a gn:%';/' Dr;
i=1 i=1 i=1 1
Geometrisch bedeuten diese Summierungen
eine Berchnung der Flache zwischen einer
Kurve und der Abszisse im entsprechenden
Abszissenabschnitt.

Flachenberechnung und bestimmtes Integral

Gegeben ist eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion f(x). Gesucht ist der In-
halt der Flache zwischen Kurve und x-Achse im Intervall [a, b]. Zun&chst sei zudem vorausgesetzt,
dass f(x) streng monoton steigend sei und fur alle x aus dem Intervall [a, b] f(x) 3 0 gelte.

yA v

f(Xn-l) f(Xn-l
)/

/
(x.)
f(x)
f(x,)
o o
Xo % Xj1 X X1 %n X Xn-1%n X
Dxl I:)Xi Dx n Dx n
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Die Flache wird in Streifen mit der Breite Dx; eingeteilt. Werden jeweils mit den gréssten Funktions-
werten Rechtecke gebildet, nennt man die Summe der Rechtecksflachen Obersumme O,.
Entsprechend ist die Untersumme U, die Summe der Rechtecke mit den jeweils kleinsten Funkti-
onswerten in den einzelnen Streifen. Wahlt man in jedem Streifen einen beliebigen Funktionswert

f(xj) aus, erhalt man eine sogenannte Zwischensumme F,,.
A
Y fx ) /

Esgilt: U, £F,£ O,

. /
U, = a f(xj.1)Dx; 74
i=1
fix)
0, = & f(x;)Dx; f(x)
=1 f(x)
Fr = & f05)Dx;
i=1 |
X1 Xy Xi Xn X
Dx; Dx; DX,

Nun wird die Einteilung verfeinert, d.h. die Anzahl der Streifen wird vergrdssert, wobei aber die
Streifen selbst schmaler werden. Durch diese Verfeinerung werden Obersumme, Untersumme und
Zwischensumme einen besseren Naherungswert fur die gesuchte Flache geben als zuvor. Bildet man
den Grenzwert mit n ® ¥, wobei aber die Breite aller Streifen Dxj nach Null gehen soll, erhalten wir
einen genauen Wert fur die gesuchte Flache. Es gilt:

b
. T s —tim 2Py, = O
iy Un =l On =l Fo = iy A 10)Dx, = 0109 ax

Wir werden jetzt die oben getroffenen Einschrdnkungen was das Vorzeichen von f(x) und die
Monotonie betrifft fallen lassen. Es sei also f(x) eine in einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige
Funktion. Es wird eine Einteilung in n Streifen mit der Breite Dxj vorgenommen. In jedem Streifen
wird ein x-Wert x; ausgewahlt. Der Funktionswert an der Stelle x; ist dann f(x;)). Die n-te
Zwischensumme F, ist somit:

Fr= é‘lf(xi)Dxi
i=

Existiert der Grenzwert mit n nach ¥ und Dx; nach Null, so ist dieser Grenzwert das 'Integral der
Funktion f(x) in den Grenzen von a bis b'.

b
- Q —lim 8ty \Py.
I = E(X)dx— !1'@”34 i,5:11f(x,)DxI

f(x) heisst Integrand, das Intervall von a bis b ist der Integrationsweg, a und b heissen Integrations-
grenzen und x ist die Integrationsvariable.

b b b b
g(x)dx = g(u)du = g(z)dz = g(t)dt =..

Das bestimmte Integral wird ganz allgemein als Grenzwert einer Produktsumme definiert. Flr be-
stimmte Eigenschaften von f(x) (siehe oben) kann das Integral zur Berechnung von Flachen ver-
wendet werden. In der Physik werden aber auch andere Grossen als Integral definiert.

Fur die beiden Beispiele zur Einfihrung erhalten wir jetzt:

Weg-Zeit-Funktion: Arbeit im Gravitationsfeld:
t
. fn _ £ = li g =i ) : L=
s=lim avidt = Y(t)dt W= lim a bw; = lim i<'::11F.(r)Dr.

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Integralrechnung Mathematik

101

Integrationsregeln

Konstanter Faktor:

Summe und Differenz:

b b
@=f(x)dx = c= F(x)dx

] b b
df(x) + g(x)]dx = G(x)dx = Q(x)dx

c b c
Zerlegung des Integrationsintervalls: g(x)dx = aff(x)dx + 9(x)dx

Vorzeichen des Integrals:

a<bUf(x)>0
a<bUf(x)<0
a>bUf(x)>0
a>bUf(x)<0

Vertauschen der Grenzen:

TUTUTU

1>0
1<0
I <0, weil alle Dx; < 0 sind
1>0

b 2
g(x)dx =- lS?f(x)dx

Begrundung fir diese Regeln: Das Integral ist als Grenzwert definiert worden. Fir Grenzwerte
gelten bestimmte Rechenregeln, auf die hier verwiesen wird.

Beispiel:

2p R p

gélnxdx: éélnxdx+ ’9|nxdx:0
1—
0 } } i
14

Wie aus der Zeichnung ersichtlich ist, haben die beiden Teilflachen dieselbe Grdsse. Die beiden
Teilintegrale haben aber unterschiedliches Vorzeichen, sodass das Gesamtintegral Null wird.

Achtung: Bei Flachenberechnungen darf nicht tber Nullstellen wegintegriert werden.
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Das unbestimmte Integral

b
g(x)dx ist das bestimmte Integral einer Funktion f(x) in den Grenzen a bis b. Der Wert dieses Inte-

grals hangt von der Grosse der Grenzen a und b ab. Wir werden jetzt eine Grenze variieren lassen.
Der Wert des Integrals hangt dann von dieser variablen Grenze ab, er ist eine Funktion dieser
Grenze.

X
F(X) = G(t)dt F (x) ist ein unbestimmtes Integral der Funktion f.
a

X
Y (x) = 9(t)dt Y (X) ist ein anderes unbestimmtes Integral der Funktion f.

Wenn die untere Grenze variabel ist, sind die Verhaltnisse gleich.

Satz: Zwei unbestimmte Integrale derselben Funktion f unterscheiden sich nur durch einen kon-
stanten Summand.

Beweis:
X X X 2 2
F(X)- Y(x) = zg(t)dt - G(Hdt = g(t)dt + ?(t)dt) = g(t)dt = C = konstant
Es sei F(x) = F(X) + C. Die Funktion F(x) ist ein unbestimmtes Integral. Lasst man C durch alle

reelle Zahlen laufen, erhélt man alle unbestimmten Integrale zur Integrandfunktion f. Wir definie-
ren allgemein das unbestimmte Integral:

G(x)dx = F(x) = F(x) + C = ff(t)dt +C

Kernsatz der Differential und Integralrechnung

Es sei f(x) eine stetige Funktion und F(x) die Integralfunktion F(x) = G(x)dx.

Satz: Die 1. Ableitung der Integralfunktion F(x) ist gleich ihrer Integrandfunktion f(x).
oder:
Das Integrieren ist die Umkehrung des Differenzierens.

~

DF(X) F(x + Dx) - F(x) _
Dx

X -F) - g g t)dt - G(t)dtgz = g g t)dt + G(t)dtgz —X%)dt

Far Dx > 0 und f(x) 3 0 gilt:
f(X ) x+‘Dx
0 / f(x,)Dx £ )g(t)dt £ f(x,)Dx | :Dx

/‘

X+ Dx
/ ) £ o AMALE Flx;)

f(x,)

oo | | |
- 0 | e
X X, Xy X + Dx f(x)

Fir Dx < 0 und f(x) £ 0 kann die Uberlegung,
die zum Grenzwert fuhrt, analog gemacht

X, Sei jene Stelle, an der der Funktionswert am
kleinsten im Intervall (X, x + Dx) ist, X, ist die

Stelle mit dem gréssten Funktionswert. werden.
1 x+\Dx
Die 1. Ableitung der Funktion F(x) ist dann F'(x) = %no x ?(t)dt = f(x). Damit ist der Satz bewiesen.
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Stammfunktion

Die Integralfunktion F(x) = G(x)dx heisst Stammfunktion der Funktion f(x), weil gilt: F'(x) = f(x).
Zusammenhang zwischen bestimmten und unbestimmten Integral

FX)=F(x)+C= aé(f(t)dt +C
F(@ =F(a)+C = §f(t)dt +C=C
N N
F(b) = F(b) + C = G(t)dt + C = d(t)dt + F(a)

ff(x)dx = F(b) - F(a) = [F()]a

Das bestimmte Integral kann berechnet werden, indem man zuerst die Stammfunktion zur
Integrandfunktion bestimmt und die Differenz aus den Werten der Stammfunktion nach Einsetzen
der oberen und unteren Integrationsgrenzen bildet. Regeln fir die planméssige Suche nach den
Stammfunktionen kénnen aus den Ableitungsregeln gewonnen werden.

Grundintegrale
n+l

A X .. A\ dx
Qndx =77 +C firnt -1 2. =tanx+C
STX
@zln Ix] +C ~\dx
QT:—cotx+C
ne=x
@xdx =exX+C N
X .
Q:2=arcsmx+c
‘X _aX 1-x
@Qxdx=—-+C

Ina

@in x dx = -cos X + C
@os x dx =sin x + C
@inh x dx = cosh x + C

@osh x dx = sinh x + C

Aus den Ableitungsregeln kdnnen weitere Integralformeln entnommen werden.

2\, dx
(3*2 =arctanx +C
+ X
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Integrationsmethoden

In vielen Fallen treten keine sogenannten Grundintegrale auf, welche direkt durch Anwendung der
Ableitungsregeln gelést werden konnten. Deshalb wurden Methoden zur Lésung weiterer Integrale
entwickelt. Die Substitutionsmethode arbeitet mit der Verschachtelung von Funktionen und ist mit
der Kettenregel beim Differenzieren verwandt. Die Partielle Integration beruht auf der Produktregel
des Differenzierens und ist deshalb auch fir Integranden, die in Produktform vorliegen, geeignet.
Mit der Partialbruchzerlegung werden gebrochen rationale Funktionen in integrierbare Teilfunktio-
nen zerlegt.

Substitution

Cf(x) dx Es sei x = g(u). Die Funktion g soll bijektiv und differenzierbar sein (u = g-1(x)).
dx = g'(u)du

a(x) dx = G(g(u))g'(u)du

Es kann nun sein, dass das neue Integral einfacher zu berechnen ist.

Beispiele:
A N 2
gl}fdx:é%OZUdu:ZQ1+u)du:2(u+u2)+C:2(\/;(+§)+C
u :\/;< p X = u2
dx =2u du
Qanx dx= 2 dx=O™ =-InJu] +C=-InJcos x| +C
U =cos X b X =arccos u
. 1
du =-sin x dx dx =- du
\ll-u2
\ N —4 2 _ 4
22_)(3)5 dx=&:QJ—5du:“_7+C:7(x j) +C
u =x2-3
du =2xdx

Wdx=@ =Injul +C=Inlgx)] +C

u =g(x)
du =g'(x) dx
@) g(x) dx= Qdu=" +C = [gW]2 + C
u =g(x)
du =g'(x) dx

Partielle Integration

Die Produktregel beim Differenzieren heisst (uv)' = u'v + uv'. Aus dieser Regel kann man eine
Formel zum Umformen von Integralen entwickeln. Es wird einfach die Produktregel integriert:

f@i(uv) = Qi dv + & du

Qi dv = Qi(uv) - @du

Qi dv =uv- @ du

Die Formel fir die partielle Integration eignet sich gut flr die Integration von Produktfunktionen.

Hinweis: Es soll jener Faktor, der leicht abzuleiten ist, als u und jener, der leicht zu integrieren ist,
als dv gewéhlt werden.
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Beispiele:

& sin x dx = x=(—cos x) — @—cos x) dx = —x €os X + sin X + C
u=x dv =sin x dx
du =dx v = Bin x dx = —cos X

C‘!nxdx:(Inx)°x—(‘)o;l(dx:xInx—(‘ﬁx:xInx—x+C:x(Inx—1)+C
u =Inx dv =dx
du zidx v = Q@x =x

Partialbruchzerlegung

Mit dieser Methode kénnen echt gebrochene rationale Funktionen integriert werden. Liegt eine
unecht gebrochene rationale Funktion vor, kann sie durch Polynomdivision in eine ganz rationale
Funktion und eine echt gebrochene rationale Funktion zerlegt werden.

f
R(X) = g8 = () + gy
h(x) ist ganz rational und der Grad von r(x) ist kleiner als der Grad von g(x)

Mit der Partialbruchzerlegung wird eine echt gebrochene rationale Funktion in eine Summe von
integrierbaren Briichen zerlegt. Die Integration verlauft in drei Schritten:

1. Nullstellen des Nenners bestimmen
2. Koeffizienten der Partialbriiche berechnen
3. Partialbriiche integrieren

Je nach Art der Nullstellen des Nenners gibt es verschiedene Arten von Partialbriichen. Es sind
dabei vier Falle zu unterscheiden.

a) Es gibt nur verschiedene reelle Nullstellen:

C C C
oo - T
g(X) T X—X7  X—Xo X —Xn
Beispiel:
6x2 — 26x + 8
x3-3x2-x+3

Die Nullstellen von x3 —3x2 —x + 3 =(x—1)(X + 1)(x — 3) sind x; =1, X, =1 und X5 = 3.
6x2-26x+8 _ A B C _ AX+1)(x-3)+BX-1)(x-3)+Cx-1)(x+1) (A+B+C)x°+(-2A-4B)x + (3A+ 3B -C)
x3—3x2—x+3_m+X+1+m_ x3-3x2-x+3 - x3-3x2-x+3

Durch Koeffizientenvergleich kénnen die Werte fir A, B und C bestimmt werden.

X2 6 = A+ B+C
x1: -26 =-2A-4B
x0: 8 =-3A+3B-C

A=3,B=5C=-2

A\GX2 — 26 + 8 \ S N
Q. Ldx =Q% dx+ Q3 dx+ Q75 dx=3In|x~1] +5In|x+1] =2 In|x-3] + D

b) Es gibt mehrfache zusammenfallende reelle Nullstellen
Es sei x4 eine mehrfache Nullstelle des Nenners (i-fach). Fur die einfachen Nullstellen wird der
Ansatz fur die Partialbriiche wie oben vorgenommen. Fur die i-fache Nullstelle x; wird
folgender Ansatz fur Partialbriiche gemacht:
Dl + D2 + D3 + + Di H
XX (-x)? (xox) T (x-xg)f

Beispiel:
N G
x3—4x2—3x+ 18

Die Nullstellen von x3 — 4x2 — 3x + 18 = (x — 3)2(x + 2) sind x; = 3 und X, = -2, wobei x ; eine
doppelte Nullstelle ist.
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x? A B C  _ (A+C)x2+(A+B—6C)x+ (-6A + 2B + 9C)

_— = + =
x3_4x2_3x+18 X-3 (x-3)2 X+2 (x=3)°(x +2)

Koeffizientenvergleich:

X2 1=A + C
x1: 0 =-A + B-6C
x0: 0 =—-6A+2B +9C
21 9 4
A=25.B=5,C=5%

Y 2 N\ 21 N 9 N 4 21 In]x - 3] -9 41n]x + 2]
X
= Qs 3 dX + + = + + +D
( )3_4)(2 T ax+ 18 dx B -3) AX + ( ;X_ 3)2 dx + Qs+ 2) dX 25 5(x - 3) 25

c) Es gibt verschiedene komplexe Nullstellen
Hierbei wird nur bis zum jeweiligen quadratischen Term zerlegt und damit ein Ansatz gemacht.

Beispiel:

7x2 — 19x + 30

x3 - 6x2 + 10x

Der Nenner kann zerlegt werden in: x3 - 6x2 + 10x = x(x2 — 6x + 10).
Somit wird folgender Ansatz gemacht:

7x2-19x+30 _ A, Bx+C _ (A+B)X?+(-6A+C)x+10A

x3_6x2+10x X x2_6x+10 x3 —6x2 + 10x

Koeffizientenvergleich:

X2 7= A+B
xt: -19 = —6A +C
x0: 30 = 10A

A=3,B=4,C=-1

2_19x + 30 _ A 4x-1 _ 2
ém dx-édx+ —ex+1odx_ 3In |x] +2In]|x?-6x+10] + 11 arctan(x-3) +D

d) Es gibt mehrfache zusammenfallende komplexe Nullstellen
Fur diesen Fall, der recht selten vorkommt, wird auf einschlagige Formelsammlungen und
Integraltafeln verwiesen.

Integrieren mit Integrationstafeln und mit Mathematikprogrammen

Viele Formelsammlungen bieten Integrationstafeln an. Dort sind z.B. geeignete Substitutionen fir
eine grosse Zahl von Fallen zu finden. Ebenfalls kann man spezielle Integrale nachschlagen, welche
in diesem Lehrgang nicht behandelt werden.

Mathematikprogramme wie Maple V und Mathematica kénnen unbestimmte und auch bestimmte
Integrale im allgemeinen recht zuverlassig berechnen. In besonderen Fallen sollte man sich jedoch
der Integrationsmethode der Programme bewusst sein, damit eventuell fehlerhafte Lésungen ausge-
schieden werden kénnen.
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Anwendung der Integralrechnung in Naturwissenschaft und Technik

Flachenberechnung

vA vA

y =f(x)
x = f(y)

X, =a X,=Db

d d b
Fyzco—l(y) dy = C(3<dy= 9(f'(x) dx

Beispiel:

y=x2-6

y2 = 25x

Zu berechnen ist die von beiden Kurven eingeschlossene Flache.

10 + .
I Schnittpunkte: A(1/-5), B(4/10)
L 2 4
: oncs\/;(dx+0(3\/;<dx—gx2—6)dx=
541
| £ a1 PR 4
. W B e 1
| S gl [0 e -
0 f f f } ! 2% 2%0 1
4
-1 Jr 3 4 5 5 ! 5 Y
| =[5-3 X\/;<]0 + [5+3 ><\/§<]0— [3 —6x] =
Q- 10 80 (64 1 '
=3 +3-(5-24-3+6)=30-3=27
10 L
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Volumen von Rotationskérpern

Gegeben ist eine in einem Intervall [a, b] steti-
ge Funktion y = f(x). Der Graph der Funktion
soll um die x-Achse rotieren. Dabei beschreibt
er die Hulle eines Rotationskoérpers, dessen
Volumen folgendermassen berechnet werden
kann: Der Rotationskérper wird durch
zylindrische Scheiben aproximiert. Der Grenz-
wert der Summe der zylindrischen Scheiben ist
gleich dem Volumen des Drehkérpers.

) & x2=b
V= i @ p [l D = p, g dx

um;}'n
oy

U
TR 1

oo
o
oAy

L

Rotation um die y-Achse: V, = py @(2 dy

Beispiel:

Es soll das Volumen des Drehkdrpers berechnet werden, der entsteht, wenn man die Sinuskurve in
den Grenzen x; = 0 und x, = p um die y-Achse dreht.

Bei diesem Beispiel muss die Sinuskurve in

zwei Teile zerlegt werden, namlichy,; = sin x 1+
fUrO£x£§undyzzsinfor§£x£p. In
diesen beiden Intervallen kann jeweils die
Umkehrfunktion gebildet werden: x = arcsin y.
Wird der innere Drehkdrper vom &usseren sub- ! /
trahiert, kommt man zum gesuchten Volumen. -180 -90 D 90 180
Es gibt aber auch eine andere Methode, und
zwar kann von der Integrationsvariablen y auf
x transformiert werden. Es ist y = sin x und -11
damit dy = cos x dx. Das Volumen wird jetzt

folgendermassen berechnet:

0
0 . . .0
V= pFES(2 cosx dx = p[x?sin x + 2x €os X - 2 sin x]p =19.7

Die Wahl der Grenzen (es handelt sich um Grenzen fir x) kommt daher, dass eben das y von 0 bis 1
bei den beiden Teilfunktionen gewesen ist. Wird die Funktion y, von 0 bis 1 integriert, so entspricht

dies x-Grenzen von p bisg . Weil der innere Drehkérper subtrahiert wird, kann man die Grenzen
vertauschen, was schliesslich zu einem Weiterintegrieren von 5 bis 0 fiihrt.
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Tragheitsmomente

Beispiele:

1) Eine zylindrische Scheibe mit dem Radius R und der Dicke h rotiert um eine Achse (siehe
Abbildung). Es soll das Tragheitsmoment J der Scheibe beziiglich der angegebenen Rotations-
achse berechnet werden.

Dm;=rDV,

Wir betrachten einen Kreisring mit den Radien r;; und r;.
Dm; =rDV; =1 (r?p - rig?p)h = r ph(ri? - ri4?) = r ph(r; - ri.)(ri + ri)

Das Tragheitsmoment J ist rI1|®n2 § ri2Dm;.
i
Furn® ¥ gilt: rj-riy® drund r;+ri,® 2r
R R R 1 1 1
J =rph@?e2r dr = 2rph @3dr = 2rph 5, = ; R’ *R?ph =5 RV =3 R’?m

2) Eine Kugel mit dem Radius r rotiert um eine Achse durch das Zentrum. Zu berechnen ist das
Tragheitsmoment der Kugel bezlglich dieser Achse.
yA

Dazu wird die Kugel in zylindrische Scheiben mit der Hohe dy zerlegt.
Fur das Tragheitsmoment einer Scheibe gilt: dJ = % x2dm :% X2er x2pdy :% r pxtdy =
=5 TP(R? - Y2 dy = 5 1 p(R* - 2R?y? + y*) dy

N 3
J =@i=;rp gR4 2R2y2 + y4) dy = rp[R“y 2R?Y + —] = 15 IPRS =} «R2er TP =
2
= R?m

2
=g R?erv=
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Bogenlange einer Kurve

A

y

e

S

o b
& Dy;\ 2 hY
lim & Ds; = lim & VDx? + Dy = lim ad /1 + (—Dx; Dx; = Q/1 +y? dx
i i i a
Beispiel:

Wie gross ist die Lange des Viertelkreisbogens?

A

y

-
X

' X

Yoryme

b 3 5 N 5 T .
. 0/ d .
s=@Qf1+y2dx= 1+5 5 dx= Q/zr_z dx=r = = r-arcsm(5) =r}
a 0 r-x 0 ré - x oA x 7 Jo

y=Vr2-x2 und
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Uneigentliche Integrale

Existiert ein bestimmtes Integral, obwohl entweder der Integrand an einer der Grenzen eine
Unendlichkeitsstelle (Pol) hat, oder eine der beiden Integrationsgrenzen beliebig wachst, so handelt
es sich um ein uneigentliches Integral.

Beispiele:
5.
¥ b
AN _ N\ _ Ll b_ 4--
Go=tin Go=tim [5].-
34
—im (X _1) =
=l (5-%) =1
24
14
0 } }
0 1 2
5.
0
i1 {1 ggﬁ 44
dle%ng O:dlegraeTu =
0 X & a X & g?& 3
L 4
= lim [2\/;<]a:;|®rr0\ (2-2\/5) =2
24
14
0 } }
0 1 2
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Interpolation
Interpolation mit Polynomen

Von einer Kurve seien mehrere Punkte gegeben: (Xo/ Yo), (X1/ Y1), (Xo/ Y5), ..., (X! Yn). Gesucht ist der
Funktionswert y(x) an einer beliebigen Stelle x zwischen den Stutzpunkten.

Fir die Interpolation wird meist eine Polynomfunktion verwendet. Durch die (n+1) Stitzpunkte
kann eine Polynomfunktion n-ten Grades gelegt werden:

y=apX"+ a, X1+ L+ ax2 +agx +ag

Durch die (n+1) Punkte sind (n+1) Bedingungen fir die unbekannten Koeffizienten a,, as.1, ..., &g
gegeben. Man erhalt folgendes Gleichungssystem mit (n+1) Gleichungen und (n+1) Unbekannten:

Yo = anpXo" + anX"t .+ X + g
Y1 = apX" + anpx "t L agxg + g

Yn = @nXa" + anpX™ L X, + g

Kubische Spline-Funktionen

Interpolation mit Polynomen bei vielen Stitzstellen hat den Nachteil, dass dazu Polynome von
hohem Grad benétigt werden. Solche Polynome haben aber entsprechend viele relative Extremwerte
und sind deshalb recht wellig. Meist braucht man aber eine glatte Kurve. In der Konstruktions-
praxis verwendet man dazu eine lange biegsame Latte (Straklatte, spline), die durch die einzelnen
Punkte gelegt wird. Dabei treten an den einzelnen Punkten lineare Biegemomente M;(x) auf, d.h.
diese Biegemomente sind als lineare Funktion von x darstellbar. Durch zweimalige Integration der
Biegemomente erhalt man die Biegelinie, welche in diesem Fall dann eine Polynomfunktion 3. Gra-
des ist.

Will man das Strakverfahren numerisch verwenden, kann man je zwischen zwei Stutzpunkten eine
Polynomfunktion 3. Grades ansetzen. An den Stutzpunkten missen die aufeinanderfolgenden Kur-
ven gleiche Steigung (1. Ableitung) und gleiche Krimmung (2. Ableitung) haben. An den Enden der
Straklatte ist die Krimmung jeweils gleich Null.

Im i-ten Intervall wird die Polynomfunktion Pi(x) = ajx3 + bx2 + ¢ix + d; (X;.1 £ X £ X;) angesetzt. FUr
die Ableitungen erhalt man dann:

PiI(X) = 3a.iX2 + 2biX + G

Pi"(X) = 6aiX + 2b|

Die gesuchte Spline-Funktion F(x) hat bei n Intervallen und mit n+1 Stitzstellen folgende Form:

} P1(x) far X £ XE X4

l P(X) fur X £ xE X,
Fo =

I Pi(x) far X1 £ XE X;

I P.(X) fur X1 £ XE X,

Dabei gilt an den Stutzstellen:
F(xi) =PiXi) =Via (i=1,2..n)

F() =Pix) =Y (i=1,2,..,n)
Ferner lauten die Ubergangsbedingungen fur die Steigung und die Kriimmung:
Pii'(Xi) =Pi(Xi1) (i=2,..,n)
Pi1"(Xi.) =Pi"(Xi.) (i=2,..,n)
und die Krimmungsbedingungen an den beiden Enden:
P1"(Xg) =0
Pn'(xn) =0
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Jedes der n Teilpolynome hat 4 unbekannte Koeffizienten. Zahlen wir die Anzahl der Bedingungen
ab, so ergibt sich folgender Wert:
n+1 Statzpunkte
3(n-1) Ubergangsbedingungen
2 Randbedingungen
Zusammen ergibt dies (n+1) + 3n - 3 + 2 = 4n Bedingungen und damit 4n Gleichungen.
Beispiel:
Es sind die folgenden Stitzpunkte gegeben: (1,5/5), (2,5/1,3), (4,3/6,3), (5,1/4,2)
Gesucht ist die Spline-Funktion F(x) durch die gegebenen Stiitzpunkte.
5 = 1,533.1 + 1,52b1 + 1,501 + dl
1,3 = 2,533.2 + 2,52b2 + 2,5C2 + d2
6,3 = 4,333.3 + 4,32b3 + 4,3C3 + d3
1,3 = 2,53a1 + 2,52b1 + 2,501 + dl
6,3 = 4,333.2 + 4,32b2 + 4,302 + d2
42 = 5,13a3 + 5,12b3 + 5,103 + d3
3.2,52a1 + 2'2,5b1 +C = 3’2,52 a + 2’2,5b2 +Cy
3.4,32a2 + 2'4,3b2 +Cy = 3’4,32a3 + 2.4,3b3 +C3
6.2,53.1 + 2b1 = 602,58.2 + 2b2
6.4,33.2 + 2b2 = 604,38.3 + 2b3
6.1,53.1 + 2b1 =0
6.5,133 + 2b3 =0
Berechnung mit MatLab:

Variablenf0|ge: a; bl Cq dl ay b2 Co d2 as b3 C3 d3
A1=[1.5"3,1.52,1.5,1,0,0,0,0,0,0,0,0];
A2=[0,0,0,0,2.5"3,2.5"2,2.5,1,0,0,0,0];
A3=[0,0,0,0,0,0,0,0,4.3"3,4.3"2,4.3,1];
A=[2.5"3,2.5"2,2.5,1,0,0,0,0,0,0,0,0];
A5=[0,0,0,0,4.3"3,4.3"2,4.3,1,0,0,0,0];
A6=[0,0,0,0,0,0,0,0,5.173,5.172,5. 1, 1] ;
A7=[3*2.5"2,2*2.5,1,0,-3*2.5"2,-2*2.5,-1,0,0,0,0, 0] ;
A8=[0,0,0,0,3*4,3"2,2%4.3,1,0,-3*4.3"2,-2%4.3,-1, 0] ;
A9=[6*2.5,2,0,0,-6*2.5,-2,0,0,0,0,0,0];
A10=[0,0,0,0,6*4.3,2,0,0,-6*4.3,-2,0,0];
Al1=[6*1.5,2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0];
Al12=[0,0,0,0,0,0,0,0,6*5.1,2,0,0];

A=[ Al; A2; A3; Ad; A5; AG; A7; A8; A9; Al10; All; A12];
b=[5;1.3;6.3;1.3;6.3;,4.2;0;0;0;0; 0; O] ;

0
Zu l6sen ist das Gleichungssystem A% =

X = inv(A)=b oder A\b
X =

1.6773  a
-7.5480 b,
5.9447 ¢
7.4050  d;
-1.8316 &,
18.7693 b,
-59.8486 ¢,
62.2327  d,
2.0245  ag
-30.9751 by

154.0522 s
-244.3584  dy

Numerische Integration

Ein einfaches Verfahren zur Berechnung eines Naherungswertes fur das bestimmte Integral kann
direkt aus der Definition von Ober- und Untersumme entnommen werden. Bildet man den
Mittelwert aus Ober- und Untersumme, erhalt man ein recht gutes Ergebnis. Im folgenden werden
weitere gebrauichliche Integrationsmethoden vorgestellt.
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Trapezregel

Wurden bei der Berechnung der Ober- und der
Untersumme Rechtecksflachen als Ersatz fur A
die entsprechende Flache im jeweiligen
Streifen gewdahlt, wird nun die Streifenflache
durch eine Trapezflache ersetzt. Ferner

werden alle Streifen gleich breit gewahlt, d.h.

Dx =h = b%]a . Die Flachenformel fur Trapeze

bildet jeweils das arithmetische Mittel der
beiden Parallelseiten. Diese haben hier die
Lange, die durch die jeweiligen y-Werte
angegeben wird. Werden alle Trapeze addiert,
so treten die Randwerte y, und y, einmal, die
Ubrigen Werte je zweimal auf. Es ergibt sich .
folgender Naherungswert fur das Integral: lrrap =2 Yo+ 2y1 + ... +2¥i+ ... + 2V + Yy)

Simpsonsche Regel

Anstatt durch Geraden wie bei der Trapezregel wird der Graph der zu integrierenden Funktion
durch Parabeln ersetzt. Durch jeweils drei Punkte des Graphen wird eine Parabel 2. Ordnung gelegt
(quadratische Interpolation). Dies verlangt eine gerade Anzahl (n) von Streifen. Die Flache unter der
Parabel kann dann durch eine Summe von y-Werten exakt dargestellt werden. Die Flache eines
Doppelstreifens betragt:

A= 2 (Yi-1 +4Yi + Yis1)

Wird namlich die Parabelgleichung y = a,x2 + a;x + a, integriert, erhalt man:

2h
1= ga2x2 +aXx+ay)dx= 2 a,h3 + 2a,h? + 2ayh =2 (6ag + 6a;h + 8a,h?)

Die letzte Klammer wird nun durch eine Summe von Ordinaten ersetzt:
Yo =f(0) =3
dy; =4f(h) =4ag+4ash + 4a,h?
y» =f(2h) =ay+2a;h + 4a,h?
Yo +4y; +y, =6ay+ 6ah + 8ayh?

Werden die Flachen mehrerer Doppelstreifen addiert, so treten mit Ausnahme der ersten und der
letzten Ordinate die Randordinaten jedes Doppelstreifens in zwei benachbarten Doppelstreifen auf.
Somit lautet die Simpson-Regel:

h
ISimpson =3 (yO + 4yl + 2y2 + 4y3 +...+ 4'yn—l + yn)
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Differential und -Integralrechnung von Funktionen mehrerer Variablen
Funktionen von zwei Variablen

Gegeben sei die Funktion z = f(x,y), d.h. der Wert von z ist abhangig von der gleichzeitigen
Einstellung der Werte von x und y. Solche Funktionen sind im 3-dimensionalen Raum als Flachen
darstellbar.

Beispiele:
Z=Xesiny z=Xx3y -Xxy3+2x-y+5
(OEXE2p, 0£Yy £ 2p) (5EXES5,-5EYED)

Wird eine Variable fest gehalten, so bleibt nur mehr eine Funktion von der anderen Variablen ubrig.
Im Bild bedeutet dies einen vertikalen Schnitt durch die Kurve entlang des festgehaltenen Variab-
lenwerts. Dieser Schnitt l&sst sich als 2-dimensionale Kurve aufzeichnen. An die Schnittkurve
kdénnen z.B. Tangenten gelegt werden, wobei fur die Tangentensteigung die bekannten Grundséatze
der Differentialrechnung gelten.

Beispiel: z

Z=x3y -Xy3+2x-y+5

Fury = 2 erhélt man: 10,
Z=2x3-8x+2x-2+5=2x3 -6x+3 /\

dz . . ' .

ax = 6Xx2-6 -4, - 3 1, *

Die Abbildung zeigt die Schnittkurve firy =2
-1a.,

Partielle Ableitungen

z =f(x,y)
Partielle Ableitung nach x:

Partielle Ableitung nach y:
Beispiel:

z=x3% -xy3+2x-y+5

2, =2 = 3x%y - y3 + 2
Ix
Tz _
zy=q,=%x3-3xy?-1
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Hohere partielle Ableitungen

Wie die 1. Ableitung kénnen auch héhere partielle Ableitungen gebildet werden. Es gilt:

e P T
Zyx = Txx _ﬂxz_ x

_p P2 _ Ty
Zyy = ly Zq2 = vy

Es gibt aber auch die gemischten 2. Ableitungen z,, und z,,

2
g _Tz _ Tz
Zyy = Fxy Ty = wy

2
_g _Tz _Tzy
Zyx = fyx Sy =

Far weitere Ableitungen kann man analog vorgehen.
Ableitungsregeln

Die bei den Funktionen von einer Variablen gefundenen Regeln gelten auch fur die partiellen
Ableitungen. Insbesondere kann auch die Kettenregel auf die partiellen Ableitungen Ubertragen
werden.

Kettenregel:
z =f(u,v) mit u = u(x) und v = v(x)
z = f(u(x),v(x)) = F(x)

_fz _du_ fz  dv

X 7 qu e dx v e dx
Verallgemeinerung
z = f(xq, X2, ...y Xp)

_ T _ Tz _ 9z
Zy1 =g Zyo = xo Zyn — Tn

Totales Differential

z =1f(x,y)
dz = f(x,y) dx + fy(x,y) dy

Explizite und implizite Darstellung von Funktionen
implizit: F(x,y) =0, F(x,y,z)=0

Durch die angegebenen Gleichungen wird eine Beziehung zwischen den Variablen ausgedrickt. In
vielen Fallen (nicht immer) ist eine Auflésung der Gleichung nach y bzw. nach z méglich. Die so
erhaltene Form heisst explizite Darstellung der Funktion.

explizit: y = f(x) z = f(x,y)
Funktionen kénnen auch in der impliziten Form abgeleitet werden.
F(x,y)=0

_dy_ F
Y =a=—F,

Beispiel:

N

2
Ellipsengleichung: § + ﬁ =1 oder F(x,y) =b2x +a2y? - a2h2=0

Fyx = 2b2x Fy = 2a%y

o FEx_ 2b2x_ b2x

__Fy__Zazy__azy

O] A ; : =+ P32y ;
Kontrolle: Lésen der Ellipsengleichung aufy = £ \/a? - x2und dann ableiten.
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Vektoranalysis

Bisher haben wir mit Vektoren mit festen Komponenten gearbeitet. Die Komponenten eines Vektors
kdnnen aber genauso gut auch von einer oder mehreren Variablen abhangig sein. Dann stellt sich

die Frage, ob man so einen Vektor auch differenzieren kann.

Gegeben ist ein Vektor (?, dessen Komponenten Funktion einer Variablen t sind:

aaMm 0
%= éy(t) T=x +ym] + 20k
z(t) %)

Lasst man t durch alle reellen Zahlen laufen,
wird die Spitze des Vektors ¥ eine Kurve im
Raum beschreiben.

DF (t) = F(t + Dt) — F(t)

® Q

® . SYaspy-ro -
TR o S QYT

: Z(t) 7}
Ableitungsregeln
Summe und Differenz Foe®)=F, 7
Vielfaches (=F)=1=F+1-
Skalares Produkt (Fr=F)=Fr=Fo+
Vektorprodukt (F F)=F 7
Beispiel:
Schiefer Wurf

M § @+ 0

?‘ =Xyt I: oyt + Yo —
zt) 9 Bl +vut+zy O

B 0 g 0

V=t=Cw += géoy H
S Z(t) 7] gt+vo, 9
0

XX a0
8=Y=Cio+=& o=
By g € -0

2 A

® ®
r(t + Dt Dr(t)

®
r(t)

<®
1
(Y
Q
=

=y
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Felder

Gradient eines Skalarfeldes

Es sei u eine Ortsfunktion, d.h. u ist eine Funktion der Variablen x, y und z, welche die Koordinaten
eines Punktes im Raum sind. Diese Ortsfunktion u beschreibt ein Skalarfeld.

u = u(x,y,z)

Die partiellen Ableitungen von u nach x, y und z geben die Steigung von u in der jeweiligen
Koordinatenrichtung an. Der aus diesen partiellen Ableitungen zusammengesetze Vektor gibt die
Steigung von u an. Sein Betrag ist umso grosser, je kleiner der Abstand der Niveauflachen (Flachen
mit gleichem u-Wert) ist. Der Vektor steht senkrecht zu den Niveauflachen, er ist also so gerichtet,
dass er die stiarkste Anderung anzeigt. Dieser Vektor heisst Gradient von u.

&, 0

gradu = :'"T—; -
N E —_
h|4 g

Beispiele:

Temperaturgradient: Ein Korper wird erwarmt. In jedem Punkt des Kérpers kann eine bestimmte
Temperatur gemessen werden. Der Temperaturgradient gibt die Geschwindigkeit der Temperatur-
anderung im Korper an und zeigt mit seiner Richtung den Warmefluss im Koérper an.

Druckgradient: Auf der Wetterkarte werden
die Luftdruckwerte eingezeichnet. Sogenannte
Isobaren verbinden die Punkte mit denselben
Luftdruckwerten. Ein dichter Verlauf der Iso-
baren zeigt ein starkes Druckgefalle auf klei-
ner Distanz an. Der Druckgradient verlauft
senkrecht zu den Isobaren. Er zeigt die Wind-
richtung an und aus seinem Betrag lasst sich
auf die Windstéarke schliessen.

Erlauterung im 2-dimensionalen Raum:

F(x,y) = 0 ist die Gleichung einer ebenen
Kurve. Die Steigung der Tangente y' kann
berechnet werden:

= _Kx
Y =-%
Die Normale hat die Steigung
- _ 1 _Fy
My == mg ~ Fy

Ein Normalvektor zur gegebenen Kurve hat
also die Komponenten

® &y 9
n= =
Fy o
Dieser Vektor ist aber der Gradient von F:
aeF, 0

grad F = g I
Fy @

led. VWD Olhnhh A 07 Uhr
O P Y77
43S/ 22X

Bodenvorhersagekarte ﬁir‘den 6.12.79, 7% Uhr

F(xy)=0
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Divergenz eines Vektorfeldes

Gegeben sei das Vektorfeld V= (?/((?)

aaxy.z) O
V= évy(x,y,z) :
V,(X,Y,2) ﬂ

Als Divergenz des Vektorfeldes ¥ wird der Skalar div ¥ definiert:

0, ® Ty Ty Ty
dlvv—.ﬂx+ﬂy I

Physikalisch bedeutet die Divergenz eine Quellstarke je Volumeneinheit. Ist div V> 0, so enthalt
das Feld Quellen, ist div V< 0, so enthalt es Senken. Ein Feld mit div V=o0ist quellen- und
senkenfrei.

Beispiel:

Bei einer nichtzusammendrickbaren Flussigkeit kann aus einem Volumenelement nur soviel Flus-
sigkeit herauskommen, wie hineingestromt ist. FUr solche Flussigkeiten lautet die Kontinuitatsglei-
chung div V=0

Rotation eines Vektorfeldes

Gegeben sei das Vektorfeld V= (?/((?)
aexy.2) O
V= évy(x,y,z) :
V,(X,Y,2) ﬂ

Als Rotation des Vektorfeldes % wird der Vektor rot % definiert:

® q a /. ﬂV n
L ow] RO
|

o_)l e 1 | _Cmw v+
PtV=1 01w W T@n " w =
¢ s 1 STy T g
| 7z Vz L S \Y ﬂ

Die partiellen Ableitungssymbole%( ."il, , .”12 in der Determinante werden als Operatoren verstanden,

die jeweils auf eine Komponente des Vektorfeldes v angewendet werden.
Physikalisch ist die Rotation eines Vektorfeldes zur Winkelgeschwindigkeit einer Drehung propor-
tional.

Ein Vektorfeld heisst wirbelfrei, wenn fur jeden Vektor V des Feldes gilt : rot V=0
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Nabla-Operator N

Ein Operator wird als Differentialoperator bezeichnet, wenn zu seiner Definition Differentialquoti-
enten bendtzt werden. Ein haufig benttzter Operator ist der Nabla-Operator N:

&0
N=¢y =+

N1 =

‘ﬂzg

Mit dem Nabla-Operator kann man den Gradienten eines Skalarfeldes u = u(x,y,z) aufschreiben:

8.0 & 0

< 1 . fu .
grad u =Ru = Gq, +u(xy2) = "T;T
S 1 = S =

w9 %)

Die Divergenz eines Vektorfeldes Vist:

& 0 aaxy2)

e _ e X oM Ty Ty
divv=Nv =(Cgy T°éVy(X,y,Z) —~ntwte
[\ 1'[ —
w @ CVvixy.2) %)

Das Vektorprodukt von Nabla mit dem Vektorfeld v ergibt die Rotation von ¥

. LV |

FO awag ] ' o]

rotv=R" V= ﬂ—‘; _ évy(x,y,z) :: ..l ? Al v I
S ﬂ% E V(X,y,z) %) 'I 2 ﬂil v, |

Das Skalarprodukt des Nabla-Operators mit sich selbst ergibt den Laplace-Operator D:

&0 &0
1. 1

NeN = N2 = —_— fi:L2+L2+L2:D
LA LR "R R 2
o 1 > T
ﬂzg ‘ﬂzg

Die Maxwell-Gleichungen und das elektromagnetische Feld

Zur Beschreibung von elektrischen Vorgangen im Vakuum bendtigt man vier Grundgrgssen, die
elektrische Ladungsdichte s, die elektrische Stromdichtec?, die elektrische Feldstarke E und die

®
magnetische Induktion B. Durch die Maxwell-Gleichungen sind diese vier Grundgréssen miteinan-
der folgendermassen verknupft (e, elektrische Feldkonstante, my magnetische Feldkonstante):

®
®

rotB:n@®|>+eon"b1]|T'f
® ®

rotE=—1IT?

A |

dlvE—gOr

. ®

divB=0

James Clerc Maxwell (1831 - 1879) begrindete 1860 die vollstandige Theorie der elektromagneti-
schen Vorgange. Er sagte die Existenz von Radiowellen voraus und deutete das Licht als elektro-
magnetische Welle.
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Wabhrscheinlichkeitsverteilung

Im Abschnitt Wahrscheinlichkeit I wurde in verschiedenen Aufgaben jeweils die Wahrscheinlichkeit
fur das Eintreten eines Ereignisses berechnet. Nun wollen wir die Frage stellen, wie gross bei
mehrfacher Wiederholung eines Zufallsversuchs die Wahrscheinlichkeit ist, dass das genannte Er-
eignis eine bestimmte Anzahl mal eintritt. Diese Frage fuhrt bei fUr jeden Zufallsversuch gleicher
Ausgangslage zur Binomialverteilung, flr sich andernde Bedingungen zur hypergeometrischen
Verteilung. Fir sehr seltene Ereignisse bei grosser Anzahl der Zufallsversuche gibt es unter dem
Namen Poisson-Verteilung eine Naherungslésung. Diese Verteilungen beziehen sich immer auf eine
feste Anzahl von Zufallsversuchen, es handelt sich also um Probleme mit diskreten Zufallsgréssen.
Far stetige Zufallsgréssen bietet die Normalverteilung eine Lésung.

Zufallsgrosse

Unter einer Zufallsgrosse x (auch Zufallsvariable genannt) versteht man eine Groésse, welche unter
gleichbleibenden Versuchsbedingungen unterschiedliche, vom Zufall abhangige Werte annimmt.

Beispiele: Augenzahl beim Wiirfeln, Messwert in einer Messserie

Diskrete Zufallsgrossen:
Die Zufallsgrosse x ist diskret, wenn sie nur endlich viele Werte x; annehmen kann, deren Einzel-
wahrscheinlichkeiten p(x;) bekannt sind. Es gilt:

8 pox) =1

Stetige Zufallsgrossen:
Die Zufallsgrosse x ist stetig, wenn ihre Wahrscheinlichkeit p(x) in einem Intervall als stetige, nicht
negative Funktion darstellbar ist und wenn gilt:

¥
_Qp(x)dx =1

Wahrscheinlichkeitsverteilung und Wahrscheinlichkeitsdichte

Unter der Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x;) versteht man die Verteilung diskreter Zufallsgrissen.
Die Verteilung stetiger Zufallsgrossen heisst Wahrscheinlichkeitsdichte p(x).

Die Verteilungsfunktion ist immer eine Summenfunktion. Bei diskreten Zufallsgréssen ist es die
Funktion

F(x) = & p(x),
j=1

das Ergebnis einer fortlaufenden Addition der Einzelwahrscheinlichkeiten p(x;).
Bei einer stetigen Zufallsgrésse wird die Verteilungsfunktion als Flache zwischen Kurve und
Abszisse definiert:

X\l
F() = Op(t)dt

FOr x = x;bedeutet der Wert des Integrals die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsgrosse x einen
Wert zwischen X, und x; annimmt.

Mittelwert und Streuung

Der Mittelwert p (oder auch Erwartungswert) der Zufallsgrosse x ist folgendermassen definiert:

M= 5 X; p(X;) fur eine diskrete Zufallsgrisse x
i=1

¥
M= _Qx-p(x) dx fur eine stetige Zufallsgrosse x.
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Die Streuung s (oder auch Standardabweichung) der Zufallsgrosse sagt etwas Uber die Breite der
Verteilung aus. Es gilt:

s2= § (X — W2ep(x) fur eine diskrete Zufallsgrosse x
i=1
¥

s?=_0(x — p)?ep(x) dx fur eine stetige Zufallsgrosse x.

s? heisst Varianz.
Binomische Verteilung (diskret)

Beispiel: Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wirfel in 10 Versuchen 4-mal die Augen-
summe 6 zu werfen?

5

In einem Wurf ist die Wahrscheinlichkeit fir die Augensumme 6 gleich p = = 6% = 3 = 0,139. Die

Gegenwahrscheinlichkeit ist g =1 - p =% = 0,861. Die 10 Wurfe kdnnten nun in einem Baum-

diagramm aufgezeichnet werden. Zu ermitteln ist die Anzahl der Pfade, welche genau 4-mal das
Ereignis enthalten. Es handelt sich dabei um die Kombination von 10 Elementen zur Klasse 4. Die
Pfadwahrscheinlichkeiten mit 4-mal Ausgensumme 6 sind jeweils gleich und betragen p“q®.
Somit ergibt sich fur die Wahrscheinlichkeit, in 10 Wirfen 4-mal die Augensumme 6 zu werfen

p1o(@) = (i°)pae

Allgemein:
Die Wahrscheinlichkeit, dass in n Zufallsversuchen das Ereignis E x-mal eintritt, ist:

P = (3)pran,
wobei g =1 - pist (p ist die Wahrscheinlichkeit flr das Ereignis E).

Erwartungswert m= é’f X; p(X) = np (ohne Beweis)
i=1

Varianzs2 = § (X; — W2=p(x) = npq (ohne Beweis)
i=1

Poisson-Verteilung (diskret)

Wird die Anzahl der Zufallsversuche sehr gross und die Wahrscheinlichkeit p sehr klein (d.h es wird
g=1-p® 1), kann man die Poisson-Verteilung zur Berechnung benutzen. Die Poissonsche Formel
gibt den Grenzwert der Binomialverteilung mitn ® ¥ an.

Es gilt: lim ()r(')pxq”—X :% egMm mit m= np (Erwartungswert)
ne ¥ )

Wenn n gentigend gross (und dabei p hinreichend klein) ist, kann die Poissonsche Formel als Nahe-
rung benutzt werden.

Erwartungswert m= np
Varianz s2 =npqg=m (weilg® 1)

Beispiel:

Ein Gramm Radium (Ra) enthalt etwa 1022 Atome. Diese kénnen zerfallen: lhre Kerne senden a-
Teilchen aus und aus dem Radium entsteht Radon (Rn). Der Zerfall eines Kerns ist unabhéngig von
anderen Kernen. Ferner ist bekannt, dass die mittlere Anzahl a-Teilchen, welche 1 Gramm Radium
pro Sekunde aussendet, 1010 ist.

Wie gross ist nun die Wahrscheinlichkeit, das in einem Messintervall Dt von 1 Gramm Radium x a-
Teilchen ausgesandt werden? (Dt = 1s)

Erwartungswert m= np = 1022 «p » 1010
p p » 10712

Pa() »™ e (mit m= 1010)

Sehr einfach ist die Berechnung des relativen mittleren Fehlers &= %“: JiTn
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Soll also eine Messunsicherheit von 10% erreicht werden, mussen im Mittel pro Messintervall
wenigstens m= 102 Erreignisse registriert werden.
Fur hohere Genauigkeiten gilt: 1% b 104, 1% b 109

Normalverteilung (kontinuierlich)

Im Unterschied zur Binomial- und zur Poissonverteilung ist die Normalverteilung eine kontinuierli-
che Verteilung. Wir gehen von der Vorstellung aus, dass eine Zufallsvariable x jeden reellen Wert
einnehmen kann. Bei Zufallsversuchen tritt haufig eine glockenférmige Verteilungskurve auf. Die
Normalverteilung beschreibt eine solche Glockenkurve, wobei noch dafiir gesorgt ist, dass die Flache
zwischen Kurve und Abszisse den Wert 1 haben soll (Die Wahrscheinlichkeit ist normiert). Teilfla-
chen in den Abschnitten von x; bis X, geben dann die Wahrscheinlichkeit an, dass die Zufallsvariable
x bei einem Zufallsversuch einen Wert zwischen x; und x, annimmt.

Kurve der Normalverteilung, Gauss'sche Glockenkurve:
¥
x=m?

(x-m?
y _ _
2 Es gilt:

1 2
e 2s

dx=1

__1
y_s\/z_pe

K CDOaD-
n
8

s=05 h=0

X2
3 (x - m?
- 2
P(x1£x£x2):§ﬁe 2% dx :
X1
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Exponentialverteilung
Die Dichtefunktion ist gegeben mit
f(x) = | e'* (fUr x > 0).
Der Erwartungswert ist m:% und der Streuungsparameter s :%
Der Parameter | wird als konstante Ausfallrate interpretiert.

Die Verteilungsfunktion ergibt sich als Integral tiber die Dichtefunktion. Es gilt:
F(x) = OOf(x) dx = 0o| elX dx =1 - elx

F(x) bezeichnet dabei die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable x im Bereich zwischen 0 und x
liegt. FUr x ® ¥ ergibt sich der Wert 1.

Die Exponentialverteilung eignet sich zur Modellierung von Wartezeitsituationen (z.B. bei Ubermitt-
lungsproblemen) und Berechnung von Zuverlassgkeitswerten fur Bauteile (z.B. bei elektronischen
Schaltungen).
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Potenzreihen
P(X) = ag + a;(X - Xg) + @x(X - Xg)2 + ... + a(X - Xp)K + ... = 5 a (X - XK
k=0

Fur x, = 0 erhalt man den Spezialfall:

¥
PX)=ag+a;x+ax2+..+axk+..= 3 axK
k=0
Beispiele:
1) gk!xk:1+x+2!x2+3!x3+...+k!xk+...
k=0
8 o s
2 k,—1+x+*+3+...+g+...
k=0
A X 2,
(3) k_lk—x+2+3+...+k+...

Ob die Summe existiert, also die Potenzreihe konvergent oder divergent ist, hangt in der Regel von
der Wahl des Wertes x ab. Es gibt Potenzreihen, welche fiir alle x T R konvergent sind (Beispiel 2,
Konvergenzradius r = ¥), es gibt aber auch solche, die nur fir x = 0 eine endliche Summe haben und
sonst divergent sind (Beispiel 1, r = 0). Mit dem Quotienten- oder dem Wurzelkriterium (Satze tber
konvergente Reihen) kann dies Gberprift werden.

+1
Beispiel 1: Ilm M = lim (n+1)x] =lim(n+1) |x] =¥ r=0
p v Tim [+ 1) x| = liny(n +1) Ix]

n! xN
Beispiel 2: i x"n = i Ko —y
eispiel 2: lim I TR I In+l im, r=

Es gibt auch Potenzreihen, welche fir alle reellen x, fur die |x - Xg] < r ist, konvergieren. Die Zahl r
heisst dann der Konvergenzradius der Potenzreihe.

1
H H H X n — — 1 n — — —
Beispiel 3: n|I®I’Tg£ I T I lim In+1 —nll®ng£ Xl =1=Ix]I=Ix] r=1

Da die Potenzreihe aus einer Summe von Potenzfunktionen besteht, kann man sie beliebig oft
ableiten oder integrieren. Das Ergebnis ist in jedem Fall wieder eine Potenzreihe. Ihr Konvergenz-
radius ist derselbe wie bei der urspriinglichen Potenzreihe (ohne Beweis).

Entwicklung von Funktionen in Potenzreihen

Gegeben sei eine Funktion f durch die Gleichung y = f(x). Wir nehmen an, dass sich f(x) durch eine
Potenzreihe darstellen lasst:

f(X) = ag + ag(X - Xg) + ax(X - Xg)2 + ... + (X - Xg)K + ... = 5 ay(X - Xg)¥
k=0

Far x = xg gilt: f(xg) = ag

1. Ableitung: f'(X) = a; + 2a,(X - Xg) + 3a3(X - Xg)2 + ... = kgélkak(x - Xp)k1
f'(x0) =ay P a; = f'(xo)

2. Ableitung: f"(x) = 2ela, + 3*2a5(X - Xg) + 4*3a4(X - Xg)2 + ... = 5: ke(k-1)a(x - Xg)k2
f'(x)=2'a, b a, =20

USW. p a =f(k|)((!X°)

Somit erhalt man fur f(x):
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"x(0) xg) )
f(x) = f(xo) + f '(Xp)=(X - Xo) 50 o =(X - Xo)? + TXO *(X - Xo* + + k!xo (X - X + ... =
&
k)
= 0 < xgk
k=0
Reih
=eX
T
"= ex
y(k) = ex
Fur xo=0gilt: f00)=e% =1
Damit ergibt sich die Darstellung der Exponentialfunktion zu:
&
2 43 <K K
EX= 1+ X+ + g g+ a%
k=0
Reihe fur sin x und cos x
y =sin x f(0)=0 y = €0S X f(0) =
y' = cos X f'0)=1 y' =-sin X f'0)=0
y" =-sin x f"(0)=0 y" = -c0s X f"(0) =-
y"=-cosx f"0)=-1 y" =sin x f*(0)=0
&
3 45 2K+l
SIN X =X -G + 5 -+ .+ (1)K (2k+1)| : a_- Qe
x2 x4 x2k 9 x2k
coOSX=1-5+57-+ ... +(-1)k @t = a_ ('1)k(2k)!
k=0
Potenzreihen mit komplexen Gliedern
Setzt man in eX fur x = ij , so erh@lt man:
) 22 33 55 86 7.7 2 .3 4 .5 6 7
ell —1+|J+21+% " - # %+...:1+ij T T TIE S I S T
.2
:{1— J;. }+|{ —* *-*+ ...}:cosj +isinj (Euler'sche Relation)

Taylorsche Polynome

f(x) wird durch eine ganz rationale Funktion also durch eine Polynomfunktion approximiert. Diese
Polynome heissen "Taylorsche Polynome".

(0) ) (Xo) f( (Xo)

F(X) = f(xo) + F'(Xo)=(X - Xo) + 2 =(X - X)? +

(X - Xo)® + .

=(X - X0)" + Rn(X)
Rn(x) heisst Restglied. Es kann z.B. in der Form von Lagrange dargestellt werden (ohne Beweis):

Ry(x) =% nxfi), 0+ (xo + I (X - Xg)) Mit0<J <1

Mit dieser Restglieddarstellung wird es mdglich, den Fehler bei der Approximation von f(x) durch
ein Taylor-Polynom abzuschatzen.
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Differentialgleichungen

Im Physikunterricht wurden z.B. Fall- und Wurfprobleme bearbeitet. Zur mathematischen
Beschreibung einer Fall- oder Wurfbewegung ist nur die jeweils wirkende Kraft bekannt. Nach
Newton besteht ein Zusammenhang zwischen Kraft und Beschleunigung, und geméaass Definition
von Geschwindigkeit und Beschleunigung kann eine Weg-Zeit-Funktion der Bewegung durch
Integrieren gewonnen werden.

Beispiel: Vertikaler Wurf

Die Masse m wird an der Stelle s; mit der
Anfangsgeschwindigkeit v, vertikal abgestos-
sen und dann der Wirkung der Gravitation
Uberlassen. Es wirkt also die Gewichtskraft G A
= mg wahrend des Fluges auf m.

Somit gilt: my = mg (2. Newton'sches Axiom) @ m
y=9 so| | &= M9
Durch Integration nach der Zeit erhalt man: '

y = §—g) dt = —gt + C; und
y=Q-gt+C))dt=—3gt2+Cit+C,

C; und C, kann man zu C; = v und C, = s
bestimmen.

Die Ansatzgleichung my = mg enthalt die
zweite Ableitung des Weges nach der Zeit.
Gleichungen, welche Ableitungen enthalten,
heissen Differentialgleichungen.

Definitionen

Eine Gleichung, in der Ableitungen einer unbekannten Funktion y = y(x) bis zur n-ten Ordnung
auftreten, heisst gewohnliche Differentialgleichung.

In der impliziten Form sieht sie so aus:

FX Y, Y,y ...y™m=0

Falls man auf y™ auflésen kann, erhalt man die explizite Form:
yW =1(x, y, ¥, y", D)

Neben den gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es die partiellen Differentialgleichungen. Sie
enthalten partielle Ableitungen einer unbekannten Funktion von mehreren Variablen.

Beispiele:

y'=2x Explizite DGL 1.0rdnung
X+yy'=0 Implizite DGL 1. Ordnung
y'+yy"=0 Implizite DGL 2. Ordnung
Losungen einer Differentialgleichung

Eine gewdhnliche Differentialgleichung losen heisst eine Funktion y = y(x) suchen, welche mit all
ihren Ableitungen die Differentialgleichung identisch erfiillt. Die Lésung ist also die Funktion y =

Y(X).

Wir unterscheiden dabei noch zwischen der allgemeinen und der speziellen oder partikuldren Lo6-
sung. Die allgemeine DGL n-ter Ordnung enthalt noch n voneinander unabhéngige Parameter (Inte-
grationskonstanten). In der partikularen Lésung sind diese Unbekannten durch n Bedingungen fest-
gelegt.
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Anfangswert- und Randwertprobleme

Um die n Parameter einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter Ordnung bestimmen zu kénnen,
bendtigt man n Bedingungen. Dabei wird zwischen Anfangs- und Randbedingungen unterschieden.

Anfangsbedingungen:

FX,y,V,y",..ym=0 allgemeine Losung: y = y(x, C;, C,, ..., Cp)

Gegeben sind die Werte: y(Xo), Y'(Xo), Y"'(Xo), ..., Y D(X0)

Es sind die Funktionswerte der Ldsungsfunktion und der ersten n-1 Ableitungen an einer ganz be-
stimmten Stelle x,. Somit kann ein Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Variablen angesetzt
werden.

Beispiel 1:
y'=2x,y(0)=1
Die allgemeine Ldsung der DGL ist y(x) = ®x dx = x2 + C,
Die Anfangsbedingung ergibt die Gleichung:
1 =0+ Cl
Die partikulére Losung heisst dann: yy(x) = x2 + 1
Beispiel 2:
Die harmonische Schwingung des Federpendels hat die DGL: X + wg2x = 0
Gegeben sind die Anfangsbedingungen: x(0) = X, und X(0) = 0 mit xo > 0
Die allgemeine Ldsung der Schwingungsgleichung lautet: x(t) = Aesin(wgt + j )
Durch Ableiten und Einsetzen kann diese Lésung Uberpruft werden.
X(t) = Awg=cos(Wot + j )
X (t) = -Awg2esin(wot + j )
Das Gleichungsystem zur Bestimmung der Parameter A (Amplitude) und j (Phasenwinkel) lautet:
x(0) = Xq =} Xo = Aesinj
x(0) =0 b 0 = AWy=CoS |
Die zweite Gleichung liefert cosj =0, die Lésung fur j ist somitj ; = g oderj , :3*;
In der ersten Gleichung wird sinj > 0 fir X, > 0 und A > 0. Damit fallt die zweite Lésung fir den
Phasenwinkel (j ») dahin. FUr A erhalt man:

A="C

K=}

sin

N

Die partikulare Losung lautet: x,(t) = Xq sin(wgt +§) = Xgc0s(Wpt)

Randbedingungen:

FOX, Y, ¥,y ...y =0 allgemeine Losung: y = y(x, C;, Cy, ..., Cy)

Gegeben sind die Werte: y(X;), Y(X2), Y(X3), ---, Y(Xpn)

Es sind die Funktionswerte der Lésungsfunktion an n Stellen x4, X5, ..., X, gegeben. Somit kann ein
Gleichungssystem von n Gleichungen mit n Variablen angesetzt werden.

Beispiel:

Ein auf zwei Stutzen (Distanz 1) aufliegender Balken wird durch eine konstante Streckenlast g
gleichméssig belastet. Die Biegelinie y = y(x) fur kleine Durchbiegungen genugt ndherungsweise der
Differentialgleichung 2. Ordnung:

y"' = —% (My, = Biegemoment, E = Elastizitdtsmodul, 1= Flachenmoment des Querschnitts)
Das ortsabhangige Biegemoment My, ergibt im Belastungsfall M, =% (Ix - x3) mitOEXE |

Es ist also die folgende Differentialgleichung zu lésen:

y" = 550 (IX - X2) mity(0)=0,y() =0und 0 £ x £ |

Zweimaliges Integrieren liefert die Funktionenschar: y(x) = — 2,?,, (% Ix3 le x4+ Cix + Cz)

Mit den Randbedingungen erhalt man das Gleichungssystem:
y(0)=0 0=- 2I§-I (C)

1 1
y(l) =0 0= (s1*-3 1+ Cil + Cp)

Aus der ersten Gleichung erhélt man C, = 0, und mit der zweiten Gleichung fur C, = —%2 I3
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Differentialgleichungen 1. Ordnung
F(x, y,y) =0 oder explizit, wenn auf y' auflésbar: y'=f(x, y)

Es gibt kein allgemeines Verfahren, nach der die Lésungen einer solchen Differentialgleichung ge-
funden werden kénnen. Der Lésungsweg ist vom Typ der Differentialgleichung abhangig. Zunachst
werden wir einige geometrische Uberlegungen anhand der expliziten Form zu den Ldsungsscharen
anstellen.

Richtungsfeld
Gegeben ist die DGL: y' = f(X,y)

Die 1. Ableitung einer Funktion gibt bekanntlich die Steigung m der Kurve an. Hier ist also die
Kurvensteigung eine Funktion von x und von y.

m = f(x.y)

In einem speziellen Punkt Py(X/ly,) erhalt man m = f(x,, yo), einen festen Steigungswert. Geome-
trisch kann man die Steigung durch einen kleinen Tangentenabschnitt um den Punkt herum,
Linienelement genannt, sichtbar machen. Durch das Einzeichnen vieler Linienelemente kénnen
nadherungsweise die Lésungskurven ermittelt werden.

Fir vorgegebene, konstante Werte von m liegt jetzt eine gewohnliche Gleichung in x und y vor,
welche im 2-dimensionalen Koordinatensystem eine Kurve beschreibt, namlich die Menge aller
Punkte, fur welche die Lésunung der gegebenen DGL denselben Steigungswert hat (Isokline).
Mittels der Isoklinen ist es allerdings effizienter, das Feld von Linienelementen zu generieren. Ein
Beispiel zeigt die Moglichkeiten.

Beispiel:

Die folgende Tabelle gibt die Steigungswerte als Funktion von x (horizontal) und y (vertikal) an. Im
Koordinatensystem kénnen die Linienelemente eingezeichnet werden. Sie sind die Grundlage fur die
Naherung der Lésungskurvenschar.

y \ X -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8

8 1.0 0.9 0.8 0.6 0.5 0.4 0.3 0.1 00| -0.1] -03| -04| -05| -0.6| -0.8] -09| -1.0

7 1.1 1.0 0.9 0.7 0.6 0.4 0.3 0.1 00| -0.1| -03]| -04| -0.6|] -0.7| -09]| -10| -1.1

6 1.3 1.2 1.0 0.8 0.7 0.5 0.3 0.2 00| -0.2| -03| -05| -0.7] -0.8f -1.0] -1.2]|] -1.3

5 1.6 1.4 1.2 1.0 0.8 0.6 0.4 0.2 00| -0.2| -04| -06| -0.8|] -1.0| -1.2| -14| -1.6

4 2.0 1.8 1.5 1.3 1.0 0.8 0.5 0.3 00| -03| -05| -0.8] -10| -13| -15]| -1.8]| -2.0

3 2.7 2.3 2.0 1.7 1.3 1.0 0.7 0.3 00| -03| -0.7] -10| -13| -1.7| -2.0| -23| -2.7

2 4.0 3.5 3.0 2.5 2.0 1.5 1.0 0.5 00| -05| -10| -15| -2.0| -25| -3.0] -3.5| -40

1 8.0 7.0 6.0 5.0 4.0 3.0 2.0 1.0 00| -10| -2.0| -3.0| -40| -50| -6.0| -7.0|] -8.0

-1 -80| -70| -6.0| -50| -40| -3.0| -2.0| -1.0 0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

-3 -2.7| -23| -20| -17| -13| -1.0| -0.7] -0.3 0.0 0.3 0.7 1.0 1.3 1.7 2.0 2.3 2.7

-4 -2.0| -18]| -15| -1.3]| -1.0| -0.8] -05| -0.3 0.0 0.3 0.5 0.8 1.0 1.3 1.5 1.8 2.0

-5| -16| -14| -12| -1.0| -0.8| -06| -04]| -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4 1.6

-6|] -1.3| -12| -10| -08] -0.7|] -05| -0.3| -0.2 0.0 0.2 0.3 0.5 0.7 0.8 1.0 1.2 1.3

-7 -1.1| -10| -09| -0.7] -0.6|] -0.4| -0.3] -0.1 0.0 0.1 0.3 0.4 0.6 0.7 0.9 1.0 1.1
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Zeichnen Sie das Richtungsfeldmit Maple V und
kleben Sie das Ergebnis hier ein.

> with(DEtools):

> DEplot({diff(y(x),x)=-x/y(x)},{y(x)},\
x=-8..8,y=-8..8)

<Y

Mit der Isoklinenmethode geht das Ganze noch einfacher. Flr jeden konstanten Wert von m t 0
erhalt man eine Ursprungsgerade.

o X
Ty
—_X
m=-y
_ 1
Yy=—mX
YA
m y=—mX
1
-2 y=53X
-1 y =X
0 y-Achse 1
>
1 y=-X o 1 X
1
2 y=—232X
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Trennung der Variablen (Separation)

Eine DGL 1. Ordnung vom Typ y' = f(x)=g(y) kann durch Trennung der Variablen geldst werden.
y' = f(x)=9(y)

Differential: dy =y' dx = f(x)=g(y) dx

d
Trennen: ﬁ) = f(x) dx

Integrieren: d(%) = G(x) dx
Jetzt sind nur noch die beiden Integrale zu berechnen und wir erhalten die allgemeine Lésung der
gegebenen Differentialgleichung.
Beispiel 1:

y'=-y (0

—__X

dy =- y dx

y dy = -x dx

Q/ dy = - dx

2

2
y __x
2 =2 *+C

y?2=-x2+2C, =-x2+C,

y=+V-x2+C, oder Xx2+y?=C,

Fur positive Werte von C, erhalt man dann Kreise mit dem Mittelpunkt im Ursprung.

Beispiel 2:
y'=y
dy =y dx

= dx v 0

&’ = aix
Inly] =x+C;

1) y>0 2) y<0
Iny=x+C; In(-y) =x+C;
y = eX*C1 = gXeely -y = eX+C1 = gXeely
y = -eXeeCy

Nun aber kénnen beide Falle zusammengefasst werden, weil vor der Exponentialfunktion nur ein
konstanter Faktor steht, und die allgemeine Lésung heisst:
y = CeeX mitC?t 0,weily® 0

Die gegebene Differentialgleichung ist aber auch durch y = 0 erfillt. Oben Wurdg y = 0 nur wegen
der Division durch y ausgeschlossen. Nun kann die allgemeine Lésung fur alle y | R folgendermas-
sen geschrieben werden:

y = CeeX CIR

Achtung: Bei der Lésung von Differentialgleichungen treten haufig logarithmische Terme wie
In]x] oder In]y] auf. Es ist in so einem Fall glnstig, die Integrationskonstante in der Form In|C]|
anzusetzen.
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Losung durch Substitution

Differentialgleichungen der Form y' = f(ax + by + ¢) oder y' = f (ﬁ) kénnen durch Substitution auf

eine separable Differentialgleichung zuriickgefuhrt werden. Es wird so substituiert, dass anstelle

von y und y' neu die Variablen u und u' auftreten.

y' =f(ax + by + ¢)
u=ax+by+c

u'=a+hy

In der letzten Gleichung wird fur y' = f(u) eingesetzt:

u'=a+ bef(u)

du = (a + be=f(u)) dx
du _

a+befy) = dX

~ du

Q- et = @x

Beispiel 1:

y'=2x-y

Substitution: u =2x -y
u=2-y'

y' einsetzen:

u=2-u

Differential: du = (2 — u)dx

. du —_—
Trennen: 2.4 = dX

Integrieren: éd_iu = @ix
An|2-ul =x+In]C|
In]2-u] =-x-In]Cq]
2-u=CyeeX (C,T R)
Rucksubstitution:
2-2x+y=Cy=eX
y=CyeeX+2x-2  (C,1 R)

y=1(})
y = uex
y'=ux+u

flu)y=ux+u
v_fu-u
¢

du = f(uz(—u
du _ dx

f(u)-u = x

Q=

Beispiel 2:

dx

yl:x+2y:1+2§

X

y

Substitution: u =1

y = ux
y'=ux+u
y' einsetzen:

1+2u=u'x+u

Differential: du==_—dx
: du__ dx
Trennen: T+0= x

Integrieren: Q% = CF
In]1+u] =In|x] +In]Cq]
1+u=Ciex (C;1 R)
Rucksubstitution:

1+ =Cyex

X+y=Ciex?
y=Cx2-x (C;T R)
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Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
y' +f(x)=y = g(x)

g(x) wird als Stérglied bezeichnet. Ist fiir alle x T R der Wert von g(x) © 0, nennt man die DGL
homogen, mit g(x) ¢ 0 heisst sie inhomogen.

Kennzeichen der linearen DGL 1. Ordnung ist das lineare Auftreten von y' und y. Der gemischte
Ausdruck yy' ist verboten.

Die homogene lineare DGL 1. Ordnung kann durch Trennung der Variablen gelést werden.

allgemein: y'+xy=0

' eo\/ = d
y' +f(x)ey=0 =Xy
Y — _f(x)e .
ac =)y & = - dx

v A
g’ = -8(x) dx 2

Inlyl =-7 +In]Cy]
Inly] =-G(x) dx + In]C,] 2
G0 ax y=Ci=e 2 (CiT R)

y=Cye (C:T R)
Beispiel:

Um die inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung (g(x) ¢ 0) zu lésen, bendtigen wir eine spezielle
Losung der inhomogenen DGL (y,(x) und die allgemeine Lésung der dazugehorigen homogenen DGL

(Yn(X)). Es gilt: y(X) = yp(X) + Yn(X)

Beweis:

Y =Y Y

Einsetzen in die DGL.: Yo' + Yn' + f(X)=(yp + yn) = 9(X)
Umformen: (Yn' + f)=yp) +Yp' + f(X)=y, = 9(X)

Weil y;, eine Losung der homogenen DGL ist, ist der erste Teil Null. Mit y, Als Lésung der inhomo-
genen Gleichung ist die Identitat nachgewisen.

Eine spezielle Lésung der inhomogenen DGL zu finden ist nicht so leicht. Es gibt aber Methoden
dafur.

Variation der Konstanten

Die homogene Differentialgleichung 1. Ordnung y' + f(x)=y = 0 hat die Lésung
- @(x) dx
Yh=Cye

Wir ersetzen nun die Konstante C; durch eine Funktion von x: C; = K(x). Den neuen Wert fur y
setzen wir in der inhomogenen Differentialgleichung ein.

- Cﬁx) dx - Cﬁx) dx - (\3(x) dx
y = K(X)=e 5} y' = K'(X)=e + K(x)=e =(-f(x))

y' + f(x)=y = g9(x)
Man erhéalt folgende Gleichung:

— B(x) dx — @(x) dx - (\Rx) dx

K'(X)=e - K(X)=f(x)=e +H(X)*K(x)=e =g(x)

Das zweite und das dritte Glied heben sich auf, und die DGL wird zu:
- dx) dx ~ (‘Rx) dx

K'(X)=e =g(x) b K(x) = Q(x)-e dx +C

Somit heisst die allgemeine Losung der inhomogenen DGL.:

% G(X) dx 9 —G(x) dx
y:yp+yh:8 (x)=e dx + Cgpe
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Beispiel:
y'+ Xy =X
2
Die Losung der homogenen DGL isty,, = C;=e 2
% x? x
Variation der Konstanten: Ansatz: y = K(x)ee 2 =} y' =K'(X)ee 2 - K(X)exee 2
Einsetzen:
X2 X2 X2

K'(X)ee 2 - K(X)ox=€e 2 + xeK(x)ee 2 =X

X2

K'(x) = xee?2
N\ x2
K(x) = (:)-e7 dx

Dieses Integral kann durch Substitution gelést werden:

x2

K(X) = e2 +C

K(x) wird in den Ansatz eingesetzt und die Lésung der DGL ist somit:

X2 X2 X2
Y=Yp+yn=\ €2 +C)-e_2 =1+Cee 2

Aufsuchen einer partikularen Lésung

Wie oben besprochen besteht die Lésung einer Linearen DGL 1. Ordnung aus der Summe einer
partikuldaren Lésung der inhomogenen DGL und der allgemeinen Lésung der homogenen DGL
(Y = ¥p + ¥Yn)- Wenn also eine partikulare Losung der inhomogenen DGL bekannt ist, kann die
gesamte Losung aufgeschrieben werden. Nach dem Lésen der homogenen DGL wird nun im
Probierverfahren eine partikulare Losung der inhomogenen DGL gesucht. Man versucht einen
Ansatz, der je nach Typ der Koeffizientenfunktion f(x) bzw. des Stérgliedes abhéngt. Der Ansatz

wird natdrlich noch Parameter enthalten mussen, welche zu bestimmen sind.

Beispiel:

y' - (tan x )* y = 2sin x

homogene DGL.: y' - (tan xX)ey =0
& = Qan x dx

C
Inly| =-InJcos x] +In|C] =1In | Cosxl

C

Yh = cosx (CT R)
Ansatz: Yp = A=C0S X
Yp' = -Aesin X einsetzen
=} -Aesin X - (tan x)*Aecos X = 2sin X

- 2Aesin X = 2 sin x

=} A=-1

Das Aufsuchen einer partikularen Losung braucht etwas Glick und ist nur bei einfachen Funktio-
nen zu empfehlen. Bei linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten (f(x) = konstant) ist
diese Methode allerdings recht erfolgreich, weil sich der Lésungsansatz im wesentlichen nach dem

Storglied richtet.
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y'+ay =g(x)

Die Losung setzt sich auch hier iweder aus der Summe einer partikularen Lésung der inhomogenen
DGL und der allgemeinen Lésung der homogenen DGL zusammen.

Y=Yp*Yn
y'+ay=0

Die homogene DGL kann durch Trennen der Variablen geldést werden. Man kann aber auch mit
einem Exponentialansatz sehr schnell zur Lésung kommen.

Ansatz: Vi, = Ceelx
yn' = Cl =e!*
Cl ee!x + geCee!x=0
=} | =-a
yo=Cee (CT R)

Die partikulare Lésung kann durch "Variation der Konstanten" oder durch "Aufsuchen einer parti-
kularen Losung" gefunden werden. Meistens ist das Aufsuchen einer partikuldaren Losung zweck-
massiger, weil der Ansatz nur vom Typ des Storgliedes abhangt. Folgende Empfehlungen fihren
meist zur Lésung:

Storglied g(x) Lésungsansatz y,(x)
Konstante Funktion Konstante Funktion y, = ¢
Lineare Funktion Lineare Funktion y, = ¢iX + ¢
Quadratische Funktion Quadratische Funktion y, = cox? + CyX + Cg
Polynomfunktion vom Grad n Polynomfunktion vom Grad n
Yp = CX" + ... + C1X + G
g(x) = Aesin(wx) Yp = Cyesin(wx) + C,=cos(wx)
g(x) = Becos(wx) oder
g(x) = Ae=sin(wx) + Becos(wx) Yp = Cesin(wx +j )

= Ceeb U 1.
g(x) = Aeeix Yp = Cee™ (fUrb? -a)

yp = Cx=e? (fur b = -a)
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Beispiel 1:
y' + 2y = 2sin x
homogene DGL: y'+2y =0

Exponentialansatz: vy, = Cee!*

Yn' = Cl =e'x
p Cl ee!x + 2eCee!x=0
| +2=0

| =-2
P Yp = Cee=

Aufsuchen einer partikularen Lésung der inhomogenen DGL.:

Ansatz: Yp = C1=sin x + C,=cos X

Yp' = C1=c0s X - Cye®sin X

Einsetzen: C;=C0s X - Cy®sin X + 2C;=sin X + 2C,=C0s X = 2sin X

Koeffizientenvergleich:
sin x: 2C,-C, =2
COS X: C,+2C, =0
4 2
=} Cl = 5 C2 = —5

4 . 2
Y =Yp+Yh=5SinX-5C0s X+ Cee2X

Beispiel 2:
y'-3y=2x2-4
homogene DGL:
Ansatz: Vi, = Ceelx

Vi, = Cl gl x
Einsetzen: Cl ee!x-3Cee!x=0

=} l =3

Yh = Cee¥
Aufsuchen einer partikuléren Ldsung:
Ansatz: Yp=ax?+bx+c

Yp =2ax+Db
Einsetzen: 2ax +b-3ax?-3bx-3c=2x2-4

Koeffizientenvergleich:

X2 -3a =2
X 2a-3b =0
x0 b-3c =-4
_ 2 _ 4 _ 32
=} a——g,b——g,C——E
4 32
Y=YptYn=—3%X —gX—p +Cee¥
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Praktische Anwendungen: Wechselstromkreis

In einem Wechselstromkreis sind ein ohmscher Widerstand R und eine Induktivitat L in Serie
geschaltet:

Ug(t) U.(®)
—(_
R L
O o

u(t)

Nach der Maschenregel gilt:  u(t) = ug(t) + u (t)

Ohmsches Gesetz: Ugr(t) = Rei
Induktionsgesetz: u(t) = L-%
Quellspannung: u(t) = Gesin(wt)

Somit erhélt man die Differentialgleichung: Gesin(wt) = Rei + L-%

Umformen: % + % .i= % =sin(wt)
di R _:
homogene DGL.: wtr=i=0

Exponentialansatz: i, = Ceelt

dip

¥:C| eglt
b Cleglt+ «Ceelt=0
__R
I =-1
Bt
. L
i, = Cee

Aufsuchen einer partikuldren Lésung:

Ansatz: I, =Tesin(wt +j )
%tg = Twecos(wt +j )
Einsetzen: Twecos(wt +j ) + % efesin(wt +j ) = % esin(wt)
Twecos(wt)=cos(j ) - Twesin(wt)=sin(j ) +% ejesin(wt)=cos(j ) + % =fecos(wt)esin( ) = % =sin(wt)
Koeffizientenvergleich:

sin(wt): - Twesin(j ) +§ «fecos(j ) :%

cos(wt): wecos(j ) + % efesin(j) =0

Beide Gleichungen werden quadriert und addiert. Dabei fallt j heraus, und die Gleichung kann auf 1
geldst werden:

(fwL)2esin2(j ) — 212w LR esin(j ) cos(j ) + (RT)20c052(j ) =02

(TwL)2ecos2(j ) + 212w LR esin(j ) cos(j ) + (RT)Z-sinZ(j )=0

(wL)2[sin2( ) + cos2(j ) + (R1)2[sin?(j ) + cos?(j )] = G2
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R2 + (wL)?
T= =2
‘\/ R2 + (wL)2

Aus der zweiten Gleichung kann j berechnet werden:

wL

tan(j)=-x
j =arctan (— %L) = -arctan (‘%L)

Die partikulare Lésung der inhomogenen DGL heisst:

NG G O))

Die allgemeine L3sung der inhomogenen DGL heisst:

)=+ 0 = s o(sin(m-arctan(%))) +Cee

Physikalische Interpretation:

R
-Lt

Die partikulare Losung stellt einen Wechselstrom mit der Amplitude T und dem Phasenwinkel j dar.
R ist der ohmsche und wL der induktive Widerstand des Stromkreises. Der Scheinwiderstand des

Wechselstromkreises betragt\/ R2 + (wL)2. Der Wechselstrom lauft der angelegten Wechselspannung
u(t) = Gesin(wt) um den Phasenwinkel j hinterher, j ist die Phasenverschiebung zwischen Span-
nung und Strom.

ut . _u=aesin(wt)

_i=Tesinwt +])

Die Losung der homogenen DGL ergibt einen exponentiell abklingenden Gleichstrom i,, der den
Wechselstrom i, Uberlagert. Dieser Gleichstrom spielt aber nach einer kurzen Einschwingphase
praktisch keine Rolle mehr. Fur hinreichend grosse t kann dieser Teil ganz weggelassen werden und
der Strom wird nur mehr durch die partikulare Losung iy(t) angegeben.
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Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y" +ay' + by =g(x)
(y, y', y" treten linear auf, gemischte Produkte wie yy', yy" und y'y" sind nicht erlaubt)

Das Vorgehen zur Lésung von linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffinienten ist gleich wie
bei jenen 1. Ordnung, d.h. es wird zuerst die allgemeine Lésung der homogenen und nachher eine
parikuldre Lésung der inhomogenen DGL gesucht. Die allgemeine Ldsung der inhomogenen DGL
setzt sich aus der partikularen Lésung und der allgemeinen Lésung der homogenen DGL zusammen

(Y=Yp+Yn):

Grundsatzlich ist fur die homogene DGL ein Exponentialansatz zu empfehlen. Die partikulare
Lésung der inhomogenen DGL richtet sich nach der Art der Stérfunktion und wird entsprechend
angesetzt (siehe Tabelle weiter unten).

Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y'+ay' +by=0
Exponentialansatz: vy, =e'*
yn' = lelx
yp' =1 2@l x
|2l x +al e +be'x =0 (Charakteristische Gleichung)

[2+al +b =0

—-at \/az— 4b

Ly = 2

Die Diskriminante D = a2 - 4b entscheidet Uber die Art der Lésung, wobei 3 Falle zu unterscheiden
sind.

1. D=a%2-4b>0
Es gibt zwei verschiedene reelle Lésungen fur |, namlich | ; und | ,.
Die Losungsfunktionen heissen: y, = €' ¥und y, = € 2%

Die beiden Losungen y; und y, sind partikulare Lésungen. wenn wir die allgemeine Ldsung
suchen, erwarten wir zwei Parameter (C; und C,).

Satz 1: Ist y;(X) eine Lésung der linearen homogenen DGL , so ist auch y(x) = C;=y;(X) eine Lésung
dieser DGL.

Satz 2: Sind y;(x) und y,(x) Lésungen der linearen homogenen DGL, so ist auch die Linearkombina-
tion der beiden Losungen y(x) = Cy =y (X) + Cy*y,(X) eine Lésung dieser DGL.

Beweis: Satz 1 ist ein Sonderfall von Satz 2 (C, = 0). Deshalb muss nur Satz 2 bewiesen werden.
y(X) = Croy1(X) + Caoyy(X)

Y'(X) = Creyi(x) + Cooya(X)

Y'(x) = Croy1"(X) + Ca=y2"(X)

Einsetzeniny"+ay'+by =0
Croy1"(X) + Ca=y2"(X) + aCi=ys'(X) + aCoey,'(X)+ bCyey1(X) + bCyey,(X) = 0

[Ci=y1"(X) + aCy=yy'(X) + BCi=y;(X)] + [Co=y2"(X) + aCoey,'(X) + bCyrey,(X)] = 0

Die beiden eckigen Klammern ergeben jeweils Null, weil y; und y, Lésungen der homogenen

DGL sind.
Fir die allgemeine Loésung der homogenen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
erhalt man:
I 41X I 5X ~ ~
Ynh=Ci1y1 + Coy, =Cyoe 1"+ Cyee 2 (C:1 R, C21 R)
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Beispiel: y"+2y'-8y=0
Charakteristische Gleichung: 12+2] -8=0
l1=-4,1,=2
Losungen: y; = e, y, = e2X
Allgemeine Lésung: y(x) = C;ee=4x + C,ee2x (C;T R, C,T R)
2. D=a?-4b=0
Es gibt genau eine reelle Lésung far | .

l=1,=-3
1='2=772

_ay
yi=y,=e ?

Far die allgemeine Losung der homogenen DGL brauchen wir aber zwei Parameter, weil diese
Loésung eine zweiparametrige Funktionenschar bildet.

Mit Variation der Konstanten kann die allgemeine Lisung gewonnen werden.
_ay
y= K@= e 2

' . _a, a -3 By o
y=K(x)ee 2" -K(x)e,*e 2 =e 2 [K(x) - K(x)rz]

" a —gX ' a _%X " ' a _%X " ' az
y'=-5e 2e[K() - K=3] +e 2 e [K) - K(=3] = € 2 e | k() - aK' () + oK)
Einsetzen in die DGL:

_gx a2 —gx a —EX
e 2 -[K"(x) - aK'(x) + T-K(x)] +aee 2 [K'(x) - K(x)f2]+ beK(x)e e 2 =0

2 2
K"(x) - aK'(x) + 5 =K (x) + aK'(x) - K(x)=5 + beK(x) = 0
32 a2
K"(x) + 7=K(x) - K(X)=5 + b=K(x) =0
2
K"(x) - 5 =K(X)+ beK(x) = 0

K0 - 2 K(x) = 0

Weil aber die Diskriminante D = a2 - 4b = 0 ist, fallt das Glied mit K(x) weg.
K'x)=0
Zweimal integrieren fuhrt zu einer zweiparametrigen Losung fur K(x):
K'(x) =C4
K(X) = fl:l dx=Cix+C,
Somit heisst die allgemeine Lésung der homogenen DGL.:

Yh(X) = (C1x + cz)-e‘gx (C;T R, C,T R)
Beispiel: y" - 8y' + 16y =0
Charakteristische Gleichung: 12-81 +16=0

l,=1,=4

Partikulare Losung: y = e**
Allgemeine Lésung: y(x) = (Cyx + C,)e* (C;T R,C,T R)

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Differentialgleichungen Mathematik

BB 141

3. D=a?-4b<0
Es gibt zwei konjugiert komplexe Lésungen | ; und | 5.
Mit den Abkiirzungen a = —g und w = 4bf > 0 kann man die Lésungen in folgender Form
schreiben:

Vi = e@+iwXx ynd Yo = e(@—jw)x

Die allgemeine Lésung lautet:

y(X) = Cy=el@*Wx + C eg@ —jwWX = ea><(CloejVVX + C2°e_ij)

Mit dem Eulerschen Satz kann die allgemeine Lésung weiter umgeformt werden:

y(x) = eaX(Clcos(wx) + Cqjesin(wx) + C,cos(wx) - Czj-sin(wx)) =

= eax(j(Cl - Cy) sin(wx) + (C, + Cy) cos(wx)) = e¥*(jAssin(wx) + A,Cos(wWx))

Satz 3: Ist y(x) = u(x) + j v(x) eine komplexwertige Lésung der linearen homogenen DGL, so sind
Realteil u(x) und Imaginarteil v(x) selbst auch (reelle) Lésungen dieser DGL.

Beweis:

y(x) = u(x) +j v(X)

y'(X) = u'(x) +jv'(x)

y (%) = u(x) + jv"(x)

y*+ay' +by=0

u"(x) + jv"(x) + au'(x) + ajv'(x) + bu(x) + bjv(x) =0
(u"(x) + au'(x) + bu(x)) + j(v"(x) + av'(x) + bv(x)) =0

Die letzte Gleichung kann aber nur giltig sein, wenn Realteil und Imaginarteil gleichzeitig
verschwinden. Es gilt:

u"(x) + au'(x) + bu(x) =0
v'(x) + av'(x) + bv(x) =0

Das bedeutet aber, dass u(x) und v(x) Lésungen der DGL sind.

Mit diesem Satz kann die Losung der homogenen DGL mit reller Basis geschrieben werden:
Yh(X) = e2X(Bysin(wx) + B,cos(wx)) (B;1 R,B,T R)
Beispiel: y" +4y' + 13y =0
Charakteristische Gleichung: 12+4l +13=0
lp=-22\4-13 =23
a=-2,w=3
Reelle Partikularlosungen: y; = e-2*sin(3x), y, = e2Xc0s(3x)

Allgemeine Losung: y(x) = e2%(B;sin(3x) +B,cos(3x))
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Linear unabhangige Lésungen, Wronski-Determinante

In allen drei Fallen, ndmlich bei rellen wie auch bei komplexen Ldésungen der charakteristischen
Gleichung, haben wir als Lésung eine zweiparametrige Funktionenschar gewonnen. Dabei wurde
diese Schar mit zwei Basisfunktionen aufgebaut.

Definition:
Zwei Lésungen y, = y1(X) und y, = y»(X) einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten vom Typ

y"+ay +by=0
werden als Basisfunktionen oder Basislésungen der Differentialgleichung bezeichnet, wenn die mit
ihnen gebildete Wronski-Determinante

W v I %0 a0t

Y1, Y2) =§ . ,

Py yo0ot
von Null verschieden ist.

Fall 1: D = a2 - 4b > 0, Basislosungen: y;(x) = €' 2, y,(x) = € 2°
eI 1X eI 2X :I

Wronski-Determinante W(y;;y,) = i I  x I | x 'Jl: = 2e(| 1+lax .| 1e(| 112X = (I 5- | 1)eel 1+ 12)x
1€ 2€

Farl,* 1, ist die Wronski-Determinante ungleich Null, y; und y, sind also Basisfunktionen.

a _a
Fall 2: D = a2 - 4b = 0, Basislosungen: y;(x) = e 2", Yo(X) = xe 2 *
'y a a
I e 2% xe 2% j
Wronski-Determinante W(y;;y,) = | a a _| =
| —5e 2 (1—%x)oe2 I

_ (1 ) gx).e—ax_(_gx)e—ax: e—ax 10

Fall 3: D = a2 - 4b < 0, Basislésungen: y;(X) = ea%sin(wx), y,(X) = e2*cos(wx)

] e3Xsin wx e3Xcos WX ]
Wronski-Determinante W(y;;y,) =4 1=
t e2*(asin wx + wcos wx) e2*(acos wx - wsin wx) t

= g2aX(asin wx cos WX - Wsin2wx) - e2aX(asin wx cos WX + WCos2wx) =
= -we2aX(sin2wx + cos2wx) = -we2ax1 Q

So sind also in allen drei Fallen die gefundenen Lésungen Basislésungen.

Zwei Basislosungen werden auch als linear unabhéngig bezeichnet. Diese Bezeichnung kommt aus
der linearen Algebra und besagt, dass die Gleichung

C1y1(X) + Cyy5(X) = 0 nur mit C; =0 und C, = 0 lésbar ist.

Es genigt zu zeigen, dass die Wronski-Determinante ungleich Null ist, damit zwei Ldsungen als
linear unabhéngig gelten kénnen. Ist die Wronski-Determinante zweier Lésungen hingegen gleich
Null, sind die beiden Lésungen linear abhangig.

Die allgemeine Lésung einer Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist die
Linearkombination zweier linear unabhangiger Lésungen (Basislésungen).
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Lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wie schon bei den Linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung ist auch hier der Typ des Stoérglie-
des fur den Ansatz entscheidend. Folgende Ansatze sind fur das Aufsuchen einer partikularen
Lésung der inhomogenen DGL zu empfehlen:

Storglied g(x) Lésungsansatz y,(x)
Polynomfunktion vom Grad n Qn(X) fur b0
g(x) = Pn(x) Yo = X=Qn(X) fur al0,b=0

x2eQ,(X) fur a=b=0

Qn(X): Polynom vom Grad n

Sinusfunktion jb ist keine Lésung der charakteristischen Gleichung:

g(x) = sin(bx) Yp = Cy=sin(bx) + C,=cos(bx)

oder oder

Yp = Cesin(bx +j)

Cosinusfunktion
g(x) = cos(bx) jb ist eine Lésung der charakteristischen Gleichung:
Yp = X[Ae=sin(bx) + Becos(bx)]

c ist keine Lésung der charakteristischen Gleichung:

Exponentialfunktion yp = Awecx

g(x) = e c ist eine einfache Lésung der charakteristischen
Gleichung:
Yp = Axee™

c ist eine doppelte Losung der charakteristischen
Gleichung:
yp = AxZee™

Beispiel:
y'+3y' -4y =2x2-4

12+3l -4=0 (Charakteristische Gleichung)
| 1= 1, | 2= -4 Yh = C1°ex + Cz’e_4x

Yp=Ax2+Bx+C
Yp =2AXx+B
Yo' = 2A

Einsetzen: 2A + 3(2Ax +B)-4(Ax2+Bx+C) =2x2-4
2A + 6AX + 3B - 4AX2 - 4Bx - 4C =2x2-4

Koeffizientenvergleich:

X2 AA =2
X: 6A-4B =0
x0: 2A+3B-4C =-4

1 3 3
— — —4; L2 _ 2 S
y—yh+yp—CloeX+CZ-e X- X5 g X+,
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Die Schwingung eines Federpendels

An eine Schraubenfeder mit der Federkonstan-
ten D ist eine Masse m angehangt. Eine
Dampfungsfahne taucht in eine FlUssigkeit ein
und verursacht eine zur Geschwindigkeit
proportionale Widerstandskraft. Die Masse
wird aus der Ruhestellung ausgelenkt. Nach
dem Loslassen beginnt eine periodische Hin-
und Herbewegung, eine Schwingung. Nach
Newton kann folgende Gleichung angesetzt
werden:

my = -Dy - by

Die auf die Masse wirkende Kraft setzt sich
aus der rucktreibenden Kraft der Feder -Dy

und der Widerstandskraft -by zusammen.

Es seien folgende Anfangswerte gegeben: y(0) = yo, ¥(0) =0

Durch Umformen erhalt man:
my + by + Dy =0 I:m

e« be D

Y+t mYtnay=0

: b D .
Mit d =5 und wy? = kann man schreiben:

m
y+2dy+w?y=0
[2+2d] +we2=0 (Charakteristische Gleichung)

|1/2:-di de-Wo2

Bei starker Dampfung (d > wp) werden die Lésungen der charakteristischen Gleichung reell sein, bei
schwacher Dampfung (d < wy) sind sie komplex. Dazwischen gibt es einen Grenzfall. Es wird zu-
néachst der Fall von schwacher Dampfung betrachtet.

d < wp: (Schwingfall)

2= dw=vaZ &

Die allgemeine Lsung der homogenen DGL heisst:
Yh = €3{(Cy=sin(wt) + C,=cos(wt)) = e_dt(C1°Sin(\/W02 -d? t) + C,=cos (\/W02 - d? t) )

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich die partikulare Lésung:

Yy = yoe -t _d sin(Vwo2 - 2 t) +cos(Vwe?-? t 9
SR Ve i ) i );a

S
W()z—d2

Beispiel:
d=1,wy =2,y =1, Losung mit Maple V:

restart:
DAL: =di ff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omega0”2*y(t) = O;
del t a: =1: onega0: =2: y0: =1:
L: =dsol ve({ DG, y(0) =y0, y) (0) =0}, y(t));
assign(L):
/2 \
|d [ /d \ 2
DA :=|--- y(t)|] + 2 delta |-- y(t)| + onega0 y(t) =0
| 2 [ \ dt /
\ dt /

L:=y(t) =1/3 sqgrt(3) exp(-t) sin(sqgrt(3) t) + exp(-t) cos(sqrt(3) t)
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pl ot (y(t),t=0..10);

d > wp: Bei starker Dampfung kommt der sogenannte 'Kriechfall' zustande.

Die Losungen der charakteristischen Gleichung |, = -d + Vd? - wy2 sind beide negativ, wir
bezeichnen sie mitl ; = -k; bzw. | , = -k,.

Die allgemeine Ldsung der homogenen DGL heisst:
Yn = Cree 1" + Cpoe™

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich die partikulare Lésung:

= ((a+ Vo) eber VEvod e (g mwgs) elo-VE-wo? ) 1)

Beispiel:
d=2,wp=1,y,=1, Loésung mit Maple V:

restart:

DAL: =di ff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omega0”2*y(t) = O;

del t a: =2: onega0: =1: y0: =1:

L: =dsol ve({ DG, y(0) =y0, y) (0) =0}, y(t));

assign(L):

2 \

d [ /d \ 2

--- y(t)] + 2 delta |-- y(t)| + omega0 y(t) =0
2 [ \ dt /

dt /

L:=y(t) = (/2 + 1/3 sqrt(3)) exp((-2 + sqrt(3)) t)
+ (- /3 sqrt(3) + 1/2) exp(-(2 + sqrt(3)) t)
pl ot (y(t),t=0..10);

D 2 4 6

d = wp: Aperiodischer Grenzfall
Die Losungen der charakteristischen Gleichung sind beide gleich: 1 ; =1, =-d.

Die allgemeine Ldsung der homogenen DGL heisst dann:
Yh = €7 4(Cy + Cy=t)

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich die partikulare Lésung:
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Yp = Yoe d(1 + dt)

Beispiel:
d=1,wp=1,y,=1, Lésung mit Maple V:

restart:

DAL: =di ff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omega0”2*y(t) = O;
del t a: =1: onega0: =1: y0: =1:

L: =dsol ve({ DA, y(0) =y0, Xy) (0) =0}, y(t));

assign(L):

2

\
[ /d \ 2
-- y(t)] + 2 delta |-- y(t)
2 I
/

d
- + onega0 y(t) =0

I
\ dt /

/
I
DA := |
I
\ dt

L:=y(t) = exp(-t) + exp(-t) t
pl ot (y(t),t=0..10);

Im aperiodischen Grenzfall schwingt das Pendel zurlick, ohne die Ruhelage zu Uberschreiten. Fir
das Abklingen der Schwingung wird minimale Zeit bendtigt.
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Erzwungene Schwingung, Resonanz

Nun wird das Federpendel durch eine externe periodische Kraft Fgsin(wst) angeregt. Die dazuge-
horige inhomogene DGL lautet:

my + by + Dy =0 I:m
.o b e D F .
Y+ mY+my = sin(wet)

- b D :
Mit d = 5, und wy? = kann man schreiben:

m
y+2dy+wly= % sin(wst) = agsin(wst)
Es wird hier nur der Schwingfall (d < wg) betrachtet.

Die Lésung der homogenen DGL ist wie oben zu finden:

Yh = e3Y{Cyesin(wt) + C,=cos(wt)) = e—dt(Closin Vw2 - R t) + Cyecos (Vw2 - & t) )

Und mit den Anfangsbedingungen ergibt sich:
Yoh = yoe—dtaeid2 2-sin Vwg? - d? t) + cos(Vwp? - o2 t) 9
%\/ wp“ -d (%]

Far die inhomogene DGL mus eine partikulare Lésung gesucht werden. Durch Orientierung an der
Storfunktion ist dies leicht zu tun.

Yp = A=sin(wst +j )

Yp = WeA=COS(Wet + )

Yo = -W2Aesin(wt + )

Durch Einsetzen erhéalt man:

-We2A sin(wst +j ) + 2dwA cos(Wst +j ) + Wy2A sin(wst + j ) = ag sin(w;t)

-W52A sin(wgt) cosj - w2A cos(wgt) sinj + 2dwgA cos(wit) cosj - 2dwA sin(wgt) sinj +
+Wp2A sin(wst) cosj + wy2A cos(wt) sinj = ag sin(wgt)

Koeffizientenvergleich:
sin(wst): -W2A COS | — 2dwA sinj +wy2A cos| = ag

cos(wt): -W2A sinj + 2dwAcosj +wy2Asinj =0

Acosj (Wp2 - wg?) — 2dAw, sinj = ag

Asinj (wg2-w:2) + 2dAw.cosj =0

Aus der zweiten Gleichung kann j berechnet werden:
\ — arct 2dwg
j =arctan (WSZ_WOZ)

Werden beide Gleichungen quadriert, lasst sich auch das A leicht berechnen:

AZcos?] (Wg2 - We2)2 — 4dwAZ(Wp2 - we?) sinj cosj + 4d2w2AZ singj = ay?
AZsingj (Wg2 - We2)? + 4dwAZ(Wp2 - we?) sinj cosj + 4d2wg2AZ cos?j =0
Addieren der beiden Gleichungen fuhrt zur Form sin?3j + cos?j = 1.
A2(Wy2 - W) + APW2A2 = a2

Fo

ap
A= =
Viwo? -wed) 2 4w mV w2 - we) ? + 402w
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Die Lésung der DGL lautet dann:

Y=Ynh+tVYp= yoe—dt%-sin Vwg? - o t) + cos(Vwg? - d? t) g+
0°-d

W,

Fo . 2dwsg
+ sinf wst + arctan{ —5—"—>
m ,(Woz ~we2)? + 4d?wi? Ws™ —Wo

Beispiel:
d=03,wyg=2,y9=1,Fp=1m=1, ws=1.977, Lsung mit Maple V:

restart:Digits: =3

DA =di ff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omega0"2*y(t) = FO/n¥sin(omegal*t);
del t a: =0. 3: omega0: =2: y0: =1: FO: =1: m =1: onegal: =1. 977:

L: =dsol ve({ DG, y(0) =y0, Xy) (0) =0}, y(t));

assign(L):
/2 \
| d | /d \ 2 FO sin(omegal t)
DA :=|--- y(t)] + 2 delta |-- y(t)|] + omega0 y(t) = ----------------
| 2 | \ dt / m
\ dt /
5996530481523
L:i=y(t) = -----mmmmame-- exp(- 3/10 t) sin(1/10 sqrt(391) t) sqgrt(391)
553436017081831
2601637383841
R exp(- 3/10 t) cos(1/10 sqrt(391) t)
1415437383841
91471000000 1977 1186200000000 1977
R sin(---- t) - -----------o- cos(---- t)
1415437383841 1000 1415437383841 1000

pl ot (y(t),t=0..10);

Das Diagramm zeigt, dass am Anfang die Lésung der homogenen DGL die Kurve stark beeinflusst.
Mit steigender Zeit t wird sich aber die periodische Anregungskraft durchsetzen. Es ist hier bereits

ersichtlich, wie die Schwingung des Pendels die Amplitude vergrossert (Resonanz).
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Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Y +an yt b+ eyt tay' +tagy =g(x)

Wie Ublich wird zunéchst die homogene DGL gel6st.

Y +an yt b+ eyt ey tay=0

Mit dem Exponentialansatz y,, = e terhalt man die charakteristische Gleichung:
In+a,4"1+ . +al2+al +a,=0

Diese Gleichung n-ten Grades hat maximal n unterschiedliche Lésungen. Es kann reelle oder kom-
plexe (jeweils konjugiert komplex) geben. Es kann auch sein, dass es Mehrfachlésungen gibt. Fir die
allgemeine Lésung der homogenen DGL kann die Fallunterscheidung bei den Differentialgleichun-
gen 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten wegleitend dienen.

wenn die homogene DGL gelést ist, kann mit den Ublichen Ansatzmethoden eine partikulare Lésung
der inhomogenen DGL gesucht werden. Im folgenden werden drei Beispiele vorgestellt, an denen die
Lésungsprizipien dargestellt werden.

Beispiel 1:

y" -2y -y +2y=2x2-4

homogene DGL.: y"-2y"-y'+2y =0
charakteristische Gleichung: [3-212-1 +2=0
Lésungen: l,=1,1,=-1,153=2

Yh = C1°ex + Cz.e_x + C3ezx

Exponentialansatz zum Aufsuchen einer partikularen Lésung der inhomogenen DGL.:
Yp=ax2+bx+c

Yp =2ax+Db

yp' =2a

Yp' =0

Einsetzen: 0-2(2a) - Qax +b) +2(ax2 + bx +c) =2x2-4

da-2ax-b+2ax2+2bx+2c =2x2-4

Koeffizientenvergleich:

X2 2a =2
X: -2a+2b =0
X0 “da-b+2c =-4

1

a=1b=1,¢c=35
1
] 2
yp—X +X+2

1
Y=YptYh= X2+ X+ + CpeeX + Cyee™X + CgeX

Beispiel 2:

y" +2y" +y' + 2y = 104 sin(3x)

homogene DGL: y"+2y"+y' +2y =0
charakteristische Gleichung: [3+212+] +2=0
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Ldsungen: l,=j P a; =0,w; =
|2='j b a2=O,W2=-1
|3='2

Yh = Cyesin x + C,=c0s X + Cye2%

Ansatz zum Aufsuchen einer partikuldren Lésung der inhomogenen DGL.:
Yp=Asin(3x +j)

Yp = 3Acos(3x +j )

Yp' =-9Asin(3x +] )

Yp' = -27TA cos(3X +j )

Einsetzen: -27A cos(3x +j)-18Asin(3x+j ) +3A cos(3x +j ) + 2Asin(3x +j ) =104 sin(3x)

-27TA cos(3x) cos j + 27A sin(3x) sin j - 18A sin(3x) cos j - 18A cos(3x) sinj +
+ 3A cos(3x) cosj - 3Asin(3x) sinj + 2A sin(3x) cosj + 2A cos(3x) sinj =104 sin(3x)

Koeffizientenvergleich:

sin(3x): 27Asinj -18Acosj -3Asinj +2Acosj =104

cos(3x): -27Acosj -18Asinj +3Acosj +2Asinj =0
24Asinj -16Acosj =104 |:8
-24Acosj -16Asinj =0 |:(-8)

Aus der zweiten Gleichung folgt fir j = arctan(-1.5) =-0,983 rad
Beide Gleichungen quadrieren und dann addieren:
3Asinj -2Acosj =13
3Acosj +2Asinjf =0
9AZ2 (sin% + cos?j ) + 4A2(cos? +sin?j) =132

13A? =132

A =413

Yp = V13 sin(3x -0,983)
Y=Y+ Ynh= V13 sin(3x -0,983) + C;*sin X + C,=c0s X + C5e™2¢

Beispiel 3:

y"-3y"+3y'-y=0

charakteristische Gleichung: [3-312+3] -1=0
Lésungen: l,=1,=153=1

Yh = (C1ox2 + Cyox + Cj)=eX
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Wie bei den linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann auch
hier die Unabhangigkeit der Lésungen mit der Wronski-Determinante tberprift werden.

V0 v . Va0
[ W ¥ . W]
WY Yai i V) =] 1
f VN0 0N () yn<n-1>(x)'t

Ist der Wert der Wronski-Determinante immer ungleich Null, sind y1(X), y2(X), ..., Ya(X) unabhéngige

Basislésungen.
Wronski-Determinante fur das Beispiel 3:

y"-3y"+3y'-y=0

yi(X) = x?eex Ya(X) = xeex ya(x) = e
yi'(x) = eX(2x + x?) ¥2'(x) = eX(1 + x) y3'(x) = %
y1'(x) = eX(2 + 4x + x?) Y2"(X) = eX(2 + x) y3"(x) = ex

x2eeX xeex  eX X2 X

1 I 1
W(Y1; Ya; i Vo) = I eX(2x+x%)  eX(1+x) e I = o3 i 2x+x2  14+x 1
! ! I'

eX(2+4x+x?) eX2+x) e*

[ e ox 1] . ..
| 1 1 2x 11
= g3 1 2x 1 07 =exd 1 =e3(4x-2-4x)=-2e3¢1 0
1 JI b e+ax 2t
2+4x 2 0

2+4x+x2 2+x 1
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Allgemeine Symbole

- Negation

U Konjunktion (und)
U] Disjunktion (oder)
" far alle

$ es gibt ein

P (®) Implikation (hat zur Folge)

U (« ) Aquivalenz von Aussagen (ist gleichbe-
deutend mit)

Allzeichen (far alle)

$ Existenzquantor (es existiert)
= ist Bezeichnung flr

wird bezeichnet als

ist gleich

° Identitat (ist identisch)

(a; b), ]a; b[ offenes Intervall

[a; b] abgeschlossenes Intervall

Mengenlehre

1 ist Element von

ist nicht Element von
ist Teilmenge von

oSS MM

ist nicht Teilmenge von
ist Ubermenge von
=@ leere Menge
T M: E(x)} Menge aller Elemente x aus M,
welche die Eigenschaft E besitzen}
E Vereinigung
AEB:={x:x1 Aoderxi B}
C Durchschnitt

ACB:={x:x1 Aundxi B}
A\B :={x1A:xI B}Differenz

A Komplementmenge
AxB :={(a b):al A bl B)kartesisches
Produkt

P(M) Potenzmenge von M
Menge aller Teilmengen von M

Geometrie

@ kongruent

~ ahnlich

b Winkel

A ist senkrecht zu

Il ist parallel zu

D Dreieck

a<B  Skalares (inneres) Produkt von
Vektoren

a B Vektorprodukt, dusseres Produkt
(Kreuzprodukt) von Vektoren

Arithmetik, Algebra, ...

N Menge der nattrlichen Zahlen

No Menge der nichtnegativen ganzen
Zahlen

Z Menge der ganzen Zahlen

zt Menge der positiven ganzen Zahlen

z Menge der negativen ganzen Zahlen

z, Z*E{0)

Zo Z E {0}

Q Menge der rationalen Zahlen

Q* Q, Qo, Qo

R Menge der reellen Zahlen

R*, R, Ry, Ry

C Menge der komplexen Zahlen

+ Addition

- Subtraktion

() Multiplikation

: Division

alb aistTeilervonb

lal absoluter Betrag

<, > kleiner, grosser

£, 3 kleiner oder gleich, grisser oder gleich

a<<b aistwesentlich kleiner als b

(r:) Binomialkoeffizient

n! n-Fakultat, n! = 1e2e3e...en

sgn signum, Vorzeichen

a Summenzeichen

0 Produktzeichen

Analysis

lim Limes, Grenzwert

% Differentialquotient

ﬂﬂ%l partielle Ableitung

0 Integral

® Grenzwert: geht nach

d Variation

¥ unendlich

N Nabla-Operator

D Differenz, Laplace-Operator
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Alpha a A
Beta b B
Gamma g G
Delta d D
Epsilon e E
Zeta z Z
Eta h H
Theta J,q Q
Jota i I
Kappa k K
Lambda I L
My m M
Ny n N
Xi X X
Omikron o] o]
Pi p P
Rho r R
Sigma S S
Tau t T
Ypsilon u U
Phi jf F
Chi c C
Psi y Y
Omega w W
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Jahrliche Mittelwerte der vertikalen
Windgeschwindigkeitsverteilung
Knoten

26
24
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20
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16
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10
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Fakultaten

n! = ne(n-1)*(n-2)=(n-3)e ... ®«3=2<1 (lies: "n Fakultat")
=1

or=1

Beispiel: 5! = Ge4e3«2e1 = 120
Binomialkoeffizienten

(E) = ﬁ'k)l (lies: "n Uber k")

7!
Beispiel: (;) =oI51= 2 - 21

Es gilt: (E) = (nr_]k)

Die Binomialkoeffizienten geben auch die Anzahl der Kombinationen (ohne Wiederholung) von n

Elementen zur Klasse k an.

Binomscher Lehrsatz

(a+b)n= (Q)a” + (T)a”-lb + (S)a”'Zb2 + (2)a”-3b3 .+ (E)a”-kbk o

e (r)arore s (1)abr+ (b= a ()aror

(a-b)n= (Q)a" - (T)a”'lb + (g)a”‘zb2 - (2)a"-3b3 — (-1)'<(E)a”‘kbk A

e ()azbre— (D)abr s (2)bo= é (1 (B)aro

Pascal'sches Dreieck

Die Binomialkoeffizienten kann man auch aus dem Pascal'schen Dreieck ablesen:
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Kombinatorik
Variation von n Elementen zur Klasse k ohne Wiederholung

Beispiel: Aus einer Urne mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., 8, 9 werden hintereinander 4 Elemente ohne
zuricklegen gezogen und in der Reihenfolge der Ziehung zu einer Zahl zusammengesetzt. Wieviele
verschiedene Anordnungen sind dabei moglich?

V(9,4) = 9=87=6 = ¢,
allgemein: V(n,k) = (n k), Die Reihenfolge ist wesentlich.

Permutation von n Elementen

Ein Sonderfall der Variation ist die Permutation, es ist die Anordnung von n Elementen zur Klasse
n. Somit gilt fur die Permutation P(n):

P(n)=V(n,n) =n!

Variation von n Elementen zur Klasse k mit Wiederholung

Gegenuber der dem vorherigen Beispiel ist jetzt eine wiederholung der Elemente méglich (Ziehen
mit Zurtcklegen). Es ergeben sich bei 9 Elementen zur Klasse 4 V (9,4) = 94 Mdglichkeiten.
allgemein: v (n,k) = nk Die Reihenfolge ist wesentlich.

Kombination von n Elementen zur Klasse k ohne Wiederholung

Beispiel: Aus einer Urne mit neun verschiedenen Farbtuben werden vier Tuben gezogen. Es wird
jeweils ein Streifen ausgedruckt, die vier Streifen werden zu einer Mischfarbe verrihrt. Wieviele
verschiedene Farben erhalt man?

KO =4 = ;2= ()

allgemein: K(n,K) = 5= (n ol ( ) Die Reihenfolge ist unwesentlich.

Kombination von n Elementen zur Klasse k mit Wiederholung

K (nk) = (” i 1) (n+ o l) = D) .. led) Die Reihenfolge ist unwesentlich.
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Allgemeines Dreieck: Winkelsumme a + b + g= 180°

Wichtige Punkte im Dreieck:
Hohenschnittpunkt H: Schnittpunkt der Hoéhen

Schwerpunkt S: Schnittpunkt der Seitenhalbierenden (S teilt die Seitenhalbierenden im
Verhéltnis 1:2)

Umkreismittelpunkt M,: Schnittpunkt der Mittelsenkrechten
Inkreismittelpunkt M;: Schnittpunkt der Winkelhalbierenden

Rechtwinkeliges Dreieck:

Satz von Pythagoras: c2=a2+Dh?
Hohensatz (von Euklid): hZ = peq
Kathetensatz (von Euklid): a2 =pec

b2 = gec
Flache: F= c=h _ a=b

2 2

Gleichseitiges Dreieck:

Alle Seiten sind gleich lang, alle Winkel sind gleich gross (a = 60°).

Hohenschnittpunkt, Schwerpunkt, Umkreismittelpunkt und Inkreismittelpunkt fallen zusammen.
Es gibt 3 Symmetrieachsen.

Gleichschenkeliges Dreieck:

Zwei Seiten (Schenkel) sind gleich lang. Die Winkel an der Basis sind gleich gross.

Kongruenzsatze beim Dreieck

Zwei Dreiecke sind kongruent,

1) wenn sie in allen drei Seiten Ubereinstimmen.

2) wenn sie in zwei Seiten und im eingeschlossenen Winkel Gbereinstimmen.

3) wenn sie in einer Seite und in zwei gleichliegenden Winkeln tGibereinstimmen.

4) wenn sie in zwei Seiten und im Winkel, der der grésseren Seite gegenuberliegt, Gbereinstimmen.

Ahnlichkeitssatze beim Dreieck

Zwei Dreiecke sind ahnlich,

1) wenn sie im Verhaltnis aller drei Seiten tUbereinstimmen.

2) wenn sie im Verhaltnis von zwei Seiten und im eingeschlossenen Winkel tbereinstimmen.
3) wenn sie in zwei Winkel Ubereinstimmen.

4) wenn sie im Verhaltnis von zwei Seiten und im Winkel, der der grisseren Seite gegenuberliegt,
Ubereinstimmen.
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Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen Mathematik

Geradenspiegelung: Sy

Eine Geradenspiegelung an der Geraden g ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach
folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P’ zugeordnet. P und P’ liegen auf derselben Senkrechten
zu g, sie haben den gleichen Abstand von g und liegen auf verschiedenen Seiten von g.

Drehung: Do 4

Eine Drehung um den Punkt O um den Winkel a ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach
folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P' zugeordnet. P und P' liegen auf demselben Kreis um
O. Die Strecken OP und OP' schliessen den Drehwinkel a ein. Ist a positiv, so erfolgt die Drehung
gegen den Uhrzeigersinn, ist a negativ, so erfolgt die Drehung im Uhrzeigersinn.

Punktspiegelung: S,

Eine Punktspiegelung am Zentrum Z ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach folgenden
Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P' zugeordnet. P und P' liegen auf derselben Geraden
durch Z, sie haben den gleichen Abstand von Z und sie liegen auf verschiedenen Seiten von Z.

Parallelverschiebung: V&

Eine Parallelverschiebung um den Vektor % ist eine Abbildung der Ebene auf sich selbst nach
folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P' zugeordnet. Setzt man den Verschiebungsvektor % in
P an, so liegt P' in der Pfeilspitze

Zentrische Streckung: Zz

Eine zentrische Streckung mit dem Zentrum Z und dem Streckfaktor k ist eine Abbildung der Ebene
auf sich selbst nach folgenden Regeln:

Jedem Punkt P ist eindeutig ein Bildpunkt P' zugeordnet. P und P' liegen auf derselben Geraden
durch Z. Der Abstand des Punktes P' von Z ist das | k]-fache des Abstandes des Punktes P von Z. Ist
k positiv, so liegen P und P' auf der gleichen Seite von Z, ist k negativ, so liegen P und P' auf
verschiedenen Seiten von Z.

Eigenschaften Sq Do.a S, Ve Z7
geradentreu ja ja ja ja ja
parallelentreu ja ja ja ja ja
winkeltreu ja ja ja ja ja
verhaltnistreu ja ja ja ja ja
langentreu ja ja ja ja nein
flachentreu ja ja ja ja nein
Umlaufsinn gegensinnig | gleichsinnig | gleichsinnig | gleichsinnig | gleichsinnig
Original- und Bildfigur sind:| kongruent kongruent | kongruent | kongruent ahnlich
identische Abbildung Sq=Sy Do.o S,eS, Ve Z71
Umkehrabbildung S, Do.a S, V& Z71k
Fixpunkte PT g 0 z z
Fixpunktgeraden g

Fixgeraden h~g g, (Z1 g) g, (Z1 g)
Fixkreise k(O,r)
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BB l
Eingabe einer Matrix z.B. »A =[2,2,4;1,3,-1;2,-3,4;0,1,0]
Elemente mit "," Zeilen mit ";" trennen
Anzeige einzelner Elemente »A(Zeile,Spalte).
Nullmatrix »zeros(n) (quadratische Nullmatrix)
»zeros(m,n) (Nullmatrix im Format m,n)
Einheitsmatrix »eye(n) (quadratische Einheitsmatrix)
»eye(m,n) (Einheitsmatrix im Format m,n)
Obere Dreiecksmatrix »triu(C)
Untere Dreiecksmatrix »tril(C)
Spaltenvektor z.B. »a = [2;-5;6]
Zeilenvektor z.B. »b =[2,-5,6]
Rang einer Matrix »rank(A)
Inverse Matrix Al
(nur fur quadratische Matrizen) »inv(A)
Transponierte Matrix A' »A'
Summe »A + B
Differenz »A—B
Multiplikation mit einem Skalar »kK*A
Multiplikation von Matrizen »C = A*B

Lésung eines Gleichungssystems:

Ak =B

Determinante von A
Entwicklung nach Spalten
Eigenwerte einer Matrix A

Eigenvektoren

»X = inv(A)*b oder: »x=A\b
»det(A)

rrefmovi(A) oder rrefdemo(A)
eig(A)

[V.D] = eig(A)

D ist eine Diagonalmatrix mit den Eigenwerten

V ist eine Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren zu
den entsprechenden Eigenwerten sind.
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