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Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y" +ay' + by = g(x)
(y,y', y" treten linear auf, gemischte Produkte wie yy', yy" und y'y" sind nicht erlaubt)

Das Vorgehen zur Losung von linearen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffinienten ist gleich wie
bei jenen 1. Ordnung, d.h. es wird zuerst die allgemeine Losung der homogenen und nachher eine
parikulidre Losung der inhomogenen DGL gesucht. Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL
setzt sich aus der partikuldren Losung und der allgemeinen Lésung der homogenen DGL zusammen

Y =Yp+Yn-

Grundsitzlich ist fiir die homogene DGL ein Exponentialansatz zu empfehlen. Die partikulidre
Losung der inhomogenen DGL richtet sich nach der Art der Storfunktion und wird entsprechend
angesetzt (siche Tabelle weiter unten).

Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y'"+ay'+by=0
Exponentialansatz:  y, = e’
Yh' = AeM
y," = A2ehx
A2eM 4 ale™ +be’ =0  (Charakteristische Gleichung)

MP+ah+b =0

—a* \/az— 4b

7‘-1/2 = 2

Die Diskriminante D = a2 - 4b entscheidet iiber die Art der Losung, wobei 3 Fille zu unterscheiden
sind.

1. D=a%2-4b>0
Es gibt zwei verschiedene reelle Losungen fiir A, ndmlich A; und A,.
Die Losungsfunktionen heissen: y; = " und Vo = &2,

Die beiden Losungen y; und y, sind partikulare Losungen. wenn wir die allgemeine Losung
suchen, erwarten wir zwei Parameter (C; und C,).

Satz 1: Ist y(x) eine Losung der linearen homogenen DGL , so ist auch y(x) = C;*y,(x) eine Losung
dieser DGL.

Satz 2: Sind y(x) und y,(x) Losungen der linearen homogenen DGL, so ist auch die Linearkombina-
tion der beiden Losungen y(x) = C;*y;(X) + C,®y,(x) eine Losung dieser DGL.

Beweis: Satz 1 ist ein Sonderfall von Satz 2 (C, = 0). Deshalb muss nur Satz 2 bewiesen werden.
y(x) = Croy(x) + Croya(x)

y'(x) = Croy(x) + Caoya(x)

y'(x) =Crey"(x) + Caoyr"(X)

Einsetzeniny" + ay' + by =0
Cioy1"(x) + Croy2"(x) + aC 2y '(x) + aCy2y,'(x)+ bC 2y (X) + bCyey,(x) = 0
[Cioyi"(¥) + aCiey '(X) + BC oy (X)] + [Cr2y,"(X) + aCr2y,'(X) + bChrey»(x)] =0

Die beiden eckigen Klammern ergeben jeweils Null, weil y; und y, Losungen der homogenen
DGL sind.

Fiir die allgemeine Losung der homogenen DGL 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
erhilt man:

yh=Ciy; +C2Y2=C1'eklx+ Cz'e)ﬂx (C,eR,C,ER)
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Beispiel: y"+2y'-8y=0
Charakteristische Gleichung: A2 +2A-8=0
M=-4N=2
Losungen: y; = e ¥, y, = e
Allgemeine Losung: y(x) = Cyee ¥ + C,oe2¥ (C{,ER,C,ER)
D=a%>-4b=0
Es gibt genau eine reelle Losung fiir A.
M=h=—>%
Yi=¥2= e 2

Fiir die allgemeine Losung der homogenen DGL brauchen wir aber zwei Parameter, weil diese
Losung eine zweiparametrige Funktionenschar bildet.

Mit Varzation der Konstanten kann die allgemeine Losung gewonnen werden.

y = KX)* e 2"
Y =K®ee 2" -Kxe5 e 2 =e 2 [K® - Kx)]

a *EX a *EX a *gx a2
y'=-3e 2 o[Kx)-Kxe] +e 2 «[K'x) - K(x)+3] = e 2 -[K"(x) - aK'(x) + T-K(x)]
Einsetzen in die DGL:

_ay a2 2y a 2y
e 2 °[K"(x) _aK'(x) + 7°K(x)] +aee 2 [K'(x) ; K(x)rz]+ beK(x)ee 2 =0
K"(x) - aK'(x) + %ZOK(X) +aK'(x) - K(x)-%2 +beK(x)=0

K"(x) + %ZOK(X) - K(x)-"—z2 +beK(x)=0

a

K"(x) - ;-K(x)+ beK(x) =0

a2 -
K'(0 - T K(x) =0

Weil aber die Diskriminante D = a2 - 4b = 0 ist, fillt das Glied mit K(x) weg.
K'x)=0
Zweimal integrieren fiihrt zu einer zweiparametrigen Losung fiir K(x):
K'(x) =C,
K(x)=JC,dx=C;x +C,
Somit heisst die allgemeine Lésung der homogenen DGL.:

yn(x) = (C;x + Cz)-e*%" (C,ER,C,ER)
Beispiel: y" - 8y' + 16y =0
Charakteristische Gleichung: A2-8\+16=0

M=h=4

Partikulire Losung: y = e**

Allgemeine Losung: y(x) = (C;x + C,)ex (CiER,C,ER)
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3. D=a%?-4b<0
Es gibt zwei konjugiert komplexe Losungen A; und A,.

Mit den Abkiirzungen o = —% und o = 4bf > 0 kann man die Losungen in folgender Form

schreiben:

y; = el@+jox ynd y, = e(@-jox

Die allgemeine Losung lautet:

y(x) = Cyoeld +ioX 4 Cyee@ —JoX = e@(C eel®* + CyeedoX)

Mit dem Eulerschen Satz kann die allgemeine Losung weiter umgeformt werden:

y(x) = e*(C;cos(mx) + C,jesin(wx) + C,cos(wx) - Cyjesin(wx)) =

= e“x(j(Cl - C,) sin(wx) + (C; + Cy) cos(mx)) = e*(jA;sin(wx) + A,cos(wx))

Satz 3: Ist y(x) = u(x) + j v(x) eine komplexwertige Losung der linearen homogenen DGL, so sind
Realteil u(x) und Imaginirteil v(x) selbst auch (reelle) Losungen dieser DGL.

Beweis:

y(x) = u(x) +j v(x)
y'(x) = u'(x) +jv'(x)
y'(x) =u"(x) + jv"(x)

y'+ay'+by=0
u"(x) +jv'(x) + au'(x) + ajv'(x) + bu(x) + bjv(x) =0
(u"(x) + au'(x) + bu(x)) + j(v'(x) + av'(x) + bv(x)) =0

Die letzte Gleichung kann aber nur giiltig sein, wenn Realteil und Imaginirteil gleichzeitig
verschwinden. Es gilt:

u"x) + au'(x) + bu(x) =0
v'(x) +av'(x) + bv(x) =0

Das bedeutet aber, dass u(x) und v(x) Losungen der DGL sind.

Mit diesem Satz kann die Losung der homogenen DGL mit reller Basis geschrieben werden:
Yh(x) = e*¥(B;sin(wx) + B,cos(wx)) B;E€ER,B,ER)
Beispiel: y" + 4y' + 13y =0
Charakteristische Gleichung: A +4A+13=0
Mp=-2+\4-13 =23
a=-2,mw=3
Reelle Partikularlésungen: y; = e Zsin(3x), y, = € 2*cos(3x)

Allgemeine Losung: y(x) = e2*(B;sin(3x) +B,cos(3x))
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Linear unabhingige Losungen, Wronski-Determinante

In allen drei Fillen, namlich bei rellen wie auch bei komplexen Losungen der charakteristischen
Gleichung, haben wir als Losung eine zweiparametrige Funktionenschar gewonnen. Dabei wurde
diese Schar mit zwei Basisfunktionen aufgebaut.

Definition:
Zwei Losungen y; =y (x) und y, = y,(x) einer homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
mit konstanten Koeffizienten vom Typ
y'+ay +by=0
werden als Basisfunktionen oder Basislosungen der Differentialgleichung bezeichnet, wenn die mit
ihnen gebildete Wronski-Determinante
yix)  yax)
Wy y2) =
yi'x) y2'(x)
von Null verschieden ist.

Fall 1: D = a2 - 4b > 0, Basislosungen: y;(x) = e , ¥o(X) = &2
eklx ekzx
Wronski-Determinante W(y;;y,) = N | = Moe1+1x _ e +1x = (- A )eelt + 2%
Me T e’

Fiir A; = A, ist die Wronski-Determinante ungleich Null, y; und y, sind also Basisfunktionen.

a

Fall 2: D = a2 - 4b = 0, Basislosungen: y,(x) = e 2 b , Ya(x) = xe

a
-5 x

a
-5 X -5 X
2

¢}

Wronski-Determinante W(y;;y») = a =
e 2 (1 - %x)%:_EX

[SRES

= (1 - % x)°e_ax -(— % x)e_ax —e = 0
Fall 3: D = a2 - 4b < 0, Basislosungen: y;(x) = e*sin(wx), y,(x) = e**cos(wx)

e*sin wx €**cos mx

Wronski-Determinante W(y;;y,) = ) ) =
e**(asin wx + wcos mX) €e**(ocos WX - Wsin wx)

= e2%X(gsin WX cos WX - wsinZwx) - e2**(asin WX cos wX + Wcos2wx) =
= -0e2*(sin?wX + cos2wx) = -we2*X =

So sind also in allen drei Fillen die gefundenen Losungen Basislésungen.

Zwei Basislosungen werden auch als linear unabhingig bezeichnet. Diese Bezeichnung kommt aus
der linearen Algebra und besagt, dass die Gleichung

C1y1(x) + Cyy5(x) = 0 nur mit C; = 0 und C, = 0 1osbar ist.

Es gentigt zu zeigen, dass die Wronski-Determinante ungleich Null ist, damit zwei Lésungen als
linear unabhingig gelten kénnen. Ist die Wronski-Determinante zweier Losungen hingegen gleich
Null, sind die beiden Losungen linear abhingig.

Die allgemeine Losung einer Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist die
Linearkombination zweier linear unabhangiger Losungen (Basislosungen).

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003




B Differentialgleichungen Mathematik

BB 143

Lineare inhomogene Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Wie schon bei den Linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung ist auch hier der Typ des Storglie-
des fiir den Ansatz entscheidend. Folgende Ansitze sind fiir das Aufsuchen einer partikulidren
Losung der inhomogenen DGL zu empfehlen:

Storglied g(x) Losungsansatz y,(x)
Polynomfunktion vom Grad n Q.(x) fir b=0
gx) =P,(x) ¥p= X*Qu(x) fir a=0,b=0

x2eQ,(x) fir a=b=0

Q,.(x): Polynom vom Grad n

Sinusfunktion jB ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:

a(x) = sin(Bx) yp =Ci *sin(px) + C,*cos(fx)

oder oder
Yp = Cesin(x + @)
Cosinusfunktion

8(x) = cos(fx) jP ist eine Losung der charakteristischen Gleichung:

Yp = X[A*sin(Bx) + Becos(fx)]

c ist keine Losung der charakteristischen Gleichung:

Exponentialfunktion yp = Avess
g(x) = ex c ist eine einfache Losung der charakteristischen
Gleichung:
Yp = Axee™
c ist eine doppelte Losung der charakteristischen
Gleichung:
Yp = Ax2eecx
Beispiel:
y'+3y' -4y =2x2-4
M+30h-4=0 (Charakteristische Gleichung)
)\,1 = 1, }\Q:-4 yh=C1°e"+C2°eJ‘x
yp=Ax2+Bx + C
Yp =2Ax+B
yp" = 2A

Einsetzen: 2A +3Q2Ax+B)-4(Ax2+Bx+C) =2x%2-4
2A + 6AXx + 3B - 4Ax2-4Bx - 4C =2x2-4

Koeffizientenvergleich:

x2: 4A =2
X: 6A-4B =0
x0; 2A+3B-4C =-4

1 3 3
A=—3,B=-,,C=7

1 3
= — 4x _ 1 3 3
y—yh+yp—C1°eX+C2°e X-5X5- 4 X+
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Die Schwingung eines Federpendels

An eine Schraubenfeder mit der Federkonstan-
ten D ist eine Masse m angehiangt. Eine
Dampfungsfahne taucht in eine Fliissigkeit ein
und verursacht eine zur Geschwindigkeit
proportionale Widerstandskraft. Die Masse
wird aus der Ruhestellung ausgelenkt. Nach
dem Loslassen beginnt eine periodische Hin-
und Herbewegung, eine Schwingung. Nach
Newton kann folgende Gleichung angesetzt
werden:

my =-Dy - By
Die auf die Masse wirkende Kraft setzt sich
aus der riicktreibenden Kraft der Feder -Dy

und der Widerstandskraft -By zusammen.

Es seien folgende Anfangswerte gegeben: y(0) =y, S/(O) =0

Durch Umformen erhilt man:

rn.y.+ |3§/+Dy=0 I:m

F+liely=0

Mit d = % und wy? = % kann man schreiben:
V+20y+m2y=0

M+20M+wy2=0 (Charakteristische Gleichung)

)\.1/2 =-0+ V62 - (1)02

Bei starker Dampfung (8 > wy) werden die Losungen der charakteristischen Gleichung reell sein, bei
schwacher Dampfung (0 < wg) sind sie komplex. Dazwischen gibt es einen Grenzfall. Es wird zu-
néachst der Fall von schwacher Dampfung betrachtet.

0 < wy: (Schwingfall)

a=-3,0=Vw?- 8

Die allgemeine Losung der homogenen DGL heisst:
¥h = e“(C*sin(wt) + Cy*cos(wt)) = e—f’t(Cl esin( Vw2 - §2 t) + C,ecos (\/ wp? - 82 t) )

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich die partikulire Losung:

Yp = yoe—f’t(é22 esin(Vwy? - 82 t) + cos (\/ w2 - 82 t) )
V , o

0 -

Beispiel:
0=1, w9=2,yp=1, Losung mit Maple V:

restart:
DGL:=diff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omegald”2*y(t) = 0;
delta:=1l:omegal:=2:y0:=1:
L:=dsolve({DGL,y(0)=y0,D(y)(0)=0},y(t));
assign(L):
/2 \
|a | /d \ 2
DGL := |--- y(t)| + 2 delta |-- y(t)| + omegal y(t) =0
| 2 | \dt /
\dt /

L := y(t) = 1/3 sqgrt(3) exp(-t) sin(sqrt(3) t) + exp(-t) cos(sqgrt(3) t)
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plot(y(t),t=0..10);

0 > wy: Bei starker Ddmpfung kommt der sogenannte 'Kriechfall' zustande.

Die Losungen der charakteristischen Gleichung A;, = -8 = V82- w2 sind beide negativ, wir
bezeichnen sie mit A; = -k; bzw. A, = -k,.

Die allgemeine Losung der homogenen DGL heisst:
Yh = C] .eiklt + C2°e_k2t

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich die partikulire Losung:

e 2 (V) VT () V)

Beispiel:
0=2,w9=1,yy=1, Losung mit Maple V:

restart:
DGL:=diff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omegal 2*y(t) = 0;
delta:=2:omegal:=1:y0:=1:
L:=dsolve({DGL,y(0)=y0,D(y)(0)=0},y(t));
assign(L):
/2 \
|a | /d \ 2
DGL := |---— y(t)| + 2 delta |-- y(t)| + omegal y(t) =0
| 2 | \dt /
\dt /

L := y(t) = (1/2 + 1/3 sqrt(3)) exp((-2 + sqrt(3)) t)
+ (- 1/3 sqrt(3) + 1/2) exp(-(2 + sqrt(3)) t)
plot(y(t),t=0..10);

D 2 4 6

0 = wy: Aperiodischer Grenzfall
Die Losungen der charakteristischen Gleichung sind beide gleich: A; = A, = -0.

Die allgemeine Losung der homogenen DGL heisst dann:
Yh = e_ét(Cl + C2°t)

Mit den Anfangsbedingungen ergibt sich die partikuldre Losung:
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Yp = Yoe U1 + ot)

Beispiel:

0=1,mwg=1, yg=1, Losung mit Maple V:

restart:

DGL:=diff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omegal"2*y(t) = 0;
delta:=1l:omegal:=1:y0:=1:
L:=dsolve({DGL,y(0)=y0,D(y)(0)=0},y(t));

assign(L):
/2 \
|a | /d \ 2
DGL := |---— y(t)| + 2 delta |-- y(t)| + omegal y(t) =0
| 2 | \dt /
\dt /
L := y(t) exp(-t) + exp(-t) t

plot(y(t),t=0..10);

Im aperiodischen Grenzfall schwingt das Pendel zuriick, ohne die Ruhelage zu iiberschreiten. Fiir
das Abklingen der Schwingung wird minimale Zeit benétigt.
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Erzwungene Schwingung, Resonanz

Nun wird das Federpendel durch eine externe periodische Kraft Fysin(wgt) angeregt. Die dazuge-
horige inhomogene DGL lautet:

rn.y.+ |3§/+Dy=0 I:m
.o - D F .
y + £y+;y:§05m(wst)

. D .
Mit d = 2[1511 und w,y? =, kann man schreiben:

V+20y+mly= % sin(wgt) = agsin(wgt)
Es wird hier nur der Schwingfall (§ < wg) betrachtet.

Die Losung der homogenen DGL ist wie oben zu finden:

yn = e*(Cesin(wt) + Cy=cos(ot)) = e—f’t(Cl esin( Vw2 - §2 t) + C,ecos (\/ wp? - 82 t) )

Und mit den Anfangsbedingungen ergibt sich:
Yph = yoe ™t (\/62—2 esin( Vo> - &2 t) + COS(V wg? - 82 t) )
W< -9

Fiir die inhomogene DGL mus eine partikuldre Losung gesucht werden. Durch Orientierung an der
Storfunktion ist dies leicht zu tun.

¥p = Aesin(wgt + @)

S/p = w;A*cos(wgt + @)

.y.p = -wZAesin(wgt + @)

Durch Einsetzen erhalt man:

-w2A sin(wgt + @) + 20w A cos(wgt + @) + w2A sin(wgt + @) = ay sin(wgt)

-52A sin(wgt) cos @ - w2A cos(wgt) sin @ + 28w A cos(wgt) cos @ - 28w A sin(wgt) sin ¢ +
+wo2A sin(wgt) cos @ + wy2A cos(wgt) sin @ = ay sin(wt)

Koeffizientenvergleich:
sin(wgt): -02A cos @ — 20w A sin @ + wyZA cos ¢ = a,

cos(mgt): -w¢ZA sin @ + 28w A cos @ + 0y?A sin @ =0

A cos ¢ (wg? - w2) — 20Aw, sin @ = a,

A sin @ (0% - 02) + 28Aw, cos @ =0

Aus der zweiten Gleichung kann ¢ berechnet werden:

" 20wmg
= n
Q@ arcta (msz B 0102)

Werden beide Gleichungen quadriert, ldsst sich auch das A leicht berechnen:

A2c082 (g2 - W 2)? — 48w AZ(w? - w2) sin @ cos @ + 482w 2A? sinZgp = a,?
AZsin2g (g2 - w2)? + 48w AZ(w? - w42) sin ¢ cos @ + 482w A2 cos2gp = 0
Addieren der beiden Gleichungen fiihrt zur Form sin2¢ + cos2¢ = 1.

A2(02 - 02 + 4020 2A2 = a >

ap Fo
A = =
'\/(woz - wsz) 2 462(952 m'\/(u)()2 - wsz) 2, 462w52
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Die Losung der DGL lautet dann:

2 esin(Vwy? - 82 t)+cos(‘\/w02—62 t) +
NN

Y=Yn+Yp= yoeat(
o -

Fo . 20wg
+ sin (wst + arctan ( 3 2))
m\/ (w02 - wgD)? + 462w 2 @s T @0

Beispiel:
0=03,090=2,y0=1,Fp=1,m=1, o, =1.977, Losung mit Maple V:

restart:Digits:=3:

DGL:=diff(y(t),t$2) + 2*delta*diff(y(t),t) + omegald”2*y(t) = FO/m*sin(omegal*t);
delta:=0.3:omegal:=2:y0:=1:F0:=1:m:=1:omegal:=1.977:
L:=dsolve({DGL,y(0)=y0,D(y)(0)=0},y(t));

assign(L):
/ 2 \
|d | /d \ 2 FO sin(omegal t)
DGL := |-—— y(t)| + 2 delta |-- y(t)| + omegald y(t) =
| 2 | \dt / m
\dt /
5996530481523
L :=y(t) = exp(- 3/10 t) sin(1/10 sqgrt(391) t) sqgrt(391)
553436017081831
2601637383841
+ exp(- 3/10 t) cos(1/10 sqgrt(391) t)
1415437383841
91471000000 1977 1186200000000 1977
+ sin( t) - cos ( t)
1415437383841 1000 1415437383841 1000

plot(y(t),t=0..10);

L -0.8

Das Diagramm zeigt, dass am Anfang die Losung der homogenen DGL die Kurve stark beeinflusst.
Mit steigender Zeit t wird sich aber die periodische Anregungskraft durchsetzen. Es ist hier bereits
ersichtlich, wie die Schwingung des Pendels die Amplitude vergrossert (Resonanz).
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Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Y®) +an y® D+ +ayy"+ay +agy=gX)

Wie iiblich wird zunichst die homogene DGL gelost.

y®) +a,,y®D+ L +a,y'+ay +a,y=0

Mit dem Exponentialansatz y;, = et erhilt man die charakteristische Gleichung:

Mi+a, A+ +a 2+al+a,=0

Diese Gleichung n-ten Grades hat maximal n unterschiedliche Losungen. Es kann reelle oder kom-
plexe (jeweils konjugiert komplex) geben. Es kann auch sein, dass es Mehrfachlosungen gibt. Fiir die
allgemeine Losung der homogenen DGL kann die Fallunterscheidung bei den Differentialgleichun-
gen 2.0rdnung mit konstanten Koeffizienten wegleitend dienen.

wenn die homogene DGL gelost ist, kann mit den tiblichen Ansatzmethoden eine partikuldare Losung
der inhomogenen DGL gesucht werden. Im folgenden werden drei Beispiele vorgestellt, an denen die
Losungsprizipien dargestellt werden.

Beispiel 1:

y" -2y -y +2y=2x2-4

homogene DGL.: y"'-2y"-y' +2y=0
charakteristische Gleichung: M-2A2-A+2=0
Losungen: M=1,m=-1,A3=2

Yn = Cl‘ex + C2°e*" + C3ez"

Exponentialansatz zum Aufsuchen einer partikuldaren Losung der inhomogenen DGL:
yp=axZ+bx+c

yp =2ax+b

ypH - 2a

yplll = 0

Einsetzen: 0-2Ra)-(Rax+b)+2(ax2+bx+c) =2x%-4

da-2ax-b+2ax2+2bx +2c =2x2-4

Koeffizientenvergleich:

x2: 2a =2
X: 2a+2b =0
x0: 4a-b+2c =4

a=l,b=1,c=;

1
= x2 1
Vp=X2+ X+,

1
Y=Yp+Yn=X>+ X+, + Ciee* + Croe™ + Cye™

Beispiel 2:

y" +2y" +y' + 2y =104 sin(3x)

homogene DGL: y"+2y"+y' +2y =0
charakteristische Gleichung: M+202+0+2=0
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Losungen: M=j] = a;=0,w;=1
Mh=-] = a, =0, w, =-1
M=-2

vh = Cyesin x + C,ecos x + Cye2%

Ansatz zum Aufsuchen einer partikularen Losung der inhomogenen DGL:
¥p = A sin(3x + @)

¥p' = 3A cos(3x + @)

¥p' = -9A sin(3x + ¢)

Yp' =-27A cos(3x + @)

Einsetzen: -27A cos(3x + @) -18A sin(3x + @) + 3A cos(3x + @) + 2A sin(3x + @) = 104 sin(3x)

-27A cos(3x) cos @ + 27A sin(3x) sin @ - 18A sin(3x) cos @ - 18A cos(3x) sing +
+ 3A cos(3x) cos ¢ - 3A sin(3x) sin @ + 2A sin(3x) cos ¢ + 2A cos(3x) sin ¢ = 104 sin(3x)

Koeffizientenvergleich:
sin(3x): 27A sin - 18A cos @ -3Asingp+2Acos @ =104
cos(3x): 27A cos @ -18A singp+3Acosp+2Asing =0
24A sin - 16A cosp =104 1:8
24A cos - 16Asing =0 1:(-8)

Aus der zweiten Gleichung folgt fiir ¢ = arctan(-1.5) = -0,983 rad
Beide Gleichungen quadrieren und dann addieren:
3Asingp-2Acos@ =13

3Acosp+2Asing =0

9A2 (sinZg + cos2g) + 4A2(cos?p + sinZgp) = 132
13A2 =132
A =13
y, = V13 sin(3x -0,983)

Y=Yp+¥n= V13 sin(3x -0,983) + C,*sin x + C,*cos x + C3e™

Beispiel 3:

y"-3y"+3y'-y=0

charakteristische Gleichung: M-302+3h-1=0
Losungen: M=Ah=A=1

Yh = (C]'X2 + C2.X + C3)'CX
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Wie bei den linearen Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten kann auch
hier die Unabhiangigkeit der Losungen mit der Wronski-Determinante iiberpriift werden.

y1(x) y2(x) ... Yn(X)
yi'(x) 'x) ... ¥n'(X)

Wi y25 -0 ) =
yi®Dx) D) ..y, D(x)

Ist der Wert der Wronski-Determinante immer ungleich Null, sind y,(x), y»(X), ..., yo(X) unabhingige
Basislosungen.

Wronski-Determinante fiir das Beispiel 3:

ytn _ 3yn + 3y| _y :0

y1(x) = x2eeX y2(X) = x*oeX y3(x) = e*
yi'(x) = e*(2x + x?) yo'(x) = e*(1 + x) y3'(x) = eX
yi'"x)=e*(2 +4x + x2) v, (X) = eX(2 + X) y3"(x) = eX
x2eeX xeeX ex x2 X 1
W(Y15 Y2 o5 Yn) = eX(2x +x?)  eX(1+x) e¥ |=e¥x 2x+x2  1+x 1 | =
e*(2+4x+x%) e2+x) e 244x+x2 2+x 1
x2 x 1
2x 1
= e 2x 1 0| =e3 =e3X(@4x-2-4x)=-2e* =0
Q+4x) 2
2+4x 2 O
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