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Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung
y' + f(x)ey = g(x)

g(x) wird als Storglied bezeichnet. Ist fiir alle x € R der Wert von g(x) = 0, nennt man die DGL
homogen, mit g(x) # 0 heisst sie inhomogen.

Kennzeichen der linearen DGL 1. Ordnung ist das lineare Auftreten von y' und y. Der gemischte
Ausdruck yy' ist verboten.

Die homogene lineare DGL 1. Ordnung kann durch Trennung der Variablen gelost werden.

allgemein: y +xy=0

1} P — d
y' +1i(x)ey=0 d*i:-xy
dy
o = fx)ey d
d @ _

X fy = -fx dx
f% = Jfx) dx 2

Inlyl =-5 +InlCy 1
Inlyl = -Jf(x) dx + In1C; | 2
~ Jreo ax y=Cee 2 (C;ER)

y=C;®e (C;eR)
Beispiel:

Um die inhomogene Differentialgleichung 1. Ordnung (g(x) £ 0) zu 16sen, benotigen wir eine spezielle
Losung der inhomogenen DGL (y,(x) und die allgemeine Losung der dazugehorigen homogenen DGL
(yn(x)). Es gilt: y(x) = yp(x) + yn(x)

Beweis:

Y =Y +¥n

Einsetzen in die DGL: Yp + ¥n + (x)=(yp + yn) = g(x)
Umformen: (yn' + f(x)oyn) +yp' + f(X) ey, = g(x)

Weil yj, eine Losung der homogenen DGL ist, ist der erste Teil Null. Mit y,, Als Lésung der inhomo-
genen Gleichung ist die Identitdt nachgewisen.

Eine spezielle Losung der inhomogenen DGL zu finden ist nicht so leicht. Es gibt aber Methoden
dafiir.

Variation der Konstanten

Die homogene Differentialgleichung 1. Ordnung y' + f(x)ey = O hat die Losung
—ff(x) dx
yh=Croe

Wir ersetzen nun die Konstante C; durch eine Funktion von x: C; = K(x). Den neuen Wert fiir y
setzen wir in der inhomogenen Differentialgleichung ein.

Jiwo

—ff(x) dx —ff(x) dx - dx
y = K(x)ee = y' = K'(x)®e + K(x)ee *(-f(x))
y' +i(x)ey = g(x)

Man erhilt folgende Gleichung:

- ff(x) dx — ff(x) dx - ff(x) dx

K'(x)ee - Kx)=f(x)=e +f(x)*K(x)*e = g(x)

Das zweite und das dritte Glied heben sich auf, und die DGL wird zu:
- ff(x) dx ff(x) dx

K'(x)ee =gx) = KXx) =J g(x)=e dx + C

Somit heisst die allgemeine Losung der inhomogenen DGL:

Jioo ax ~ Jieo ax
y=Yp+¥n=\Jgx)*e dx + CJee
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Beispiel:
y' + Xy =X
2
Die Losung der homogenen DGL ist y;, = C,*e 2
Xz X2 X2
Variation der Konstanten: Ansatz: y = K(x)*e 2 = y'=K'x)ee 2 -K(x)exee 2
Einsetzen:
X2 X2 X2

K'(x)-e_7 - K(x)ox-e_7 + x*K(x)*e 2 =x

%2

K'(x) = xee 2

%2

Kx) = xee2 dx

Dieses Integral kann durch Substitution gelost werden:

x2

Kx)=e2 +C

K(x) wird in den Ansatz eingesetzt und die Losung der DGL ist somit:

X2 X2 X2
y=yp+yh=(e2 +C)°e72 =1+Cee 2

Aufsuchen einer partikulidren Losung

Wie oben besprochen besteht die Losung einer Linearen DGL 1. Ordnung aus der Summe einer
partikularen Losung der inhomogenen DGL und der allgemeinen Losung der homogenen DGL
(y = yp + yn)- Wenn also eine partikuldre Losung der inhomogenen DGL bekannt ist, kann die
gesamte LoOsung aufgeschrieben werden. Nach dem Losen der homogenen DGL wird nun im
Probierverfahren eine partikuldre Loésung der inhomogenen DGL gesucht. Man versucht einen
Ansatz, der je nach Typ der Koeffizientenfunktion f(x) bzw. des Storgliedes abhiangt. Der Ansatz

wird natiirlich noch Parameter enthalten miissen, welche zu bestimmen sind.

Beispiel:
y'- (tan x )® y = 2sin X

homogene DGL: y' - (tan x)*y =0

f%y = ftan x dx

Inlyl =-Inlcos x| + InICI| =1n I CO(S:X
Yo=wx  (CER)
Ansatz: Yp = Aecos X
Yp = -Aesin X einsetzen
= -Aesin x - (tan x)®*Aecos x = 2sin X

-2Aesin x =2 sin X

= A=-1

Das Aufsuchen einer partikulidren Losung braucht etwas Gliick und ist nur bei einfachen Funktio-
nen zu empfehlen. Bei linearen DGL 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten (f(x) = konstant) ist
diese Methode allerdings recht erfolgreich, weil sich der Losungsansatz im wesentlichen nach dem

Storglied richtet.
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Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y'+ay = g(x)

Die Losung setzt sich auch hier iweder aus der Summe einer partikulédren Lésung der inhomogenen
DGL und der allgemeinen Lésung der homogenen DGL zusammen.

Y=Y¥p+Y¥n
y +ay=0

Die homogene DGL kann durch Trennen der Variablen gelost werden. Man kann aber auch mit
einem Exponentialansatz sehr schnell zur Losung kommen.

Ansatz: y,, = Ceehx
Vi = Cheehx
Chee™ + aeCee?™ =0
= A=-a
yp=Cee®  (CER)

Die partikulare Losung kann durch "Varzation der Konstanten”oder durch "Aufsuchen erner parti-
kuliren Losung” gefunden werden. Meistens ist das Aufsuchen einer partikularen Losung zweck-
massiger, weil der Ansatz nur vom Typ des Storgliedes abhiangt. Folgende Empfehlungen fiihren
meist zur Lésung:

Storglied g(x) Losungsansatz y,(x)
Konstante Funktion Konstante Funktion y, = ¢,
Lineare Funktion Lineare Funktion y, = ¢;X + ¢y

Quadratische Funktion

Quadratische Funktion y, = ¢,x> + ¢|X + ¢,

Polynomfunktion vom Grad n

Polynomfunktion vom Grad n
Yp = CpX®+ ... + C1X + G

g(x) = Aesin(wx)

g(x) = Becos(wx)

g(x) = Aesin(wx) + Becos(wx)

¥p = Cesin(wx) + C,*cos(wx)
oder

¥p = Cesin(wx + ¢)

g(x) = Aeeh

yp = CeeP* (fiir b = -a)

yp = Cx=eb* (fiir b = -a)
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Beispiel 1:
y'+ 2y = 2sin x
homogene DGL: y' + 2y =0

Exponentialansatz: y, = CeeM*

v, = Cheehx
= Chee? + 2eCeehx =0
A+2=0
A=-2
= Yh = Cee2x

Aufsuchen einer partikularen Losung der inhomogenen DGL:
Ansatz: ¥p = Cyesin x + Cy*cos X

¥p = Cyecos x - Cy*sin x
Einsetzen: Ci*cos x - Cy®sin x + 2C;*sin x + 2C,®cos X = 2sin x

Koeffizientenvergleich:
sin x: 2C,-C, =2
CoS X: Ci+2GC, =0

[ AFN

2
5

= Cl= aC2=_

4 2
= =4 2 -2
Y=Yp+Ynh=738inXx-3cos x +Cee*

Beispiel 2:
y' -3y =2x2-4
homogene DGL:
Ansatz: yp = Ceehx

v = Cheehx
Einsetzen: Chee? - 3Cee?* =0

= A=3

Yn = Ceoe¥
Aufsuchen einer partikuldren Losung:
Ansatz: Yp=ax>+bx+c

yp =2ax+b
Einsetzen: 2ax + b - 3ax2-3bx - 3¢ =2x2-4

Koeffizientenvergleich:

X2  -3a =2

X: 2a-3b =0

x0: b-3c =-4

= a=—§,b=—g,c=—%
4 32

2
Y=Yp+Yn=—3% —gX—3 +Cee¥
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Praktische Anwendungen: Wechselstromkreis

In einem Wechselstromkreis sind ein ohmscher Widerstand R und eine Induktivitat L in Serie
geschaltet:

Ur(® U,
R L
O O
u(t)

Nach der Maschenregel gilt: u(t) = ur(t) + ug(t)
Ohmsches Gesetz: ugr(t) = Rei
Induktionsgesetz: u (t) = L-%i
Quellspannung: u(t) = Giesin(wt)

Somit erhilt man die Differentialgleichung: Gesin(wt) = Rei + L-%it

d R . & .

Umformen: T L °1=1 *sin(nt)

h DGL: diRei=0
omogene : wtrrLei=

Exponentialansatz: i, = CeeM

dip,
Sh _ M
at = Chee
= Cheeht +L eCecht =(
R
A=—1
R
. -Lt
i, = Cee

Aufsuchen einer partikuldaren Losung:

Ansatz: i, = Tesin(wt + ¢)
dip
1 = iwe=cos(wt + ¢)

. N R . . a .
Einsetzen: iwecos(wt + @) + { =Tesin(wt + @) = % esin(wt)

Twecos(wt)*cos(p) - im=sin(wt)*sin(p) +% eiesin(wt)ecos(g) + % ejecos(wt)esin(p) = % esin(wt)

Koeffizientenvergleich:
sin(wt): - flwesin(p) +% *Tecos(¢) =%

cos(mt): imecos(p) + % efesin(p) =0

Beide Gleichungen werden quadriert und addiert. Dabei fallt ¢ heraus, und die Gleichung kann auf 1
gelost werden:

(imL)?esin%(¢p) — 212w LR *sin(gp) cos(p) + (Ri)2°cos2(cp) =102

(iwL)2ecos?(¢p) + 2120w LR esin(g) cos(p) + (Ri)2°sin2(cp) =0

GoLLsin?(g) + cos2(@)l + (RD)2[sin?(g) + cos2(¢)] = 02
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o a2

1 =—F"—5
R2 + (wL)?

u

VRZ 5 (oL

Aus der zweiten Gleichung kann ¢ berechnet werden:

i=

oL
tan(g) = — ¢

wL wL
¢ = arctan (— g) = -arctan(g)

Die partikuldare Losung der inhomogenen DGL heisst:

i,(D) = ﬁ . (sin(wt - arctan(%L)))

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL heisst:

R
J t

a . oL L
i(t) = i,(t) + i (t) = ——= < sin{ wt - arctan( + Cee
=40 +30= i = (s ()))
Physikalische Interpretation:

Die partikulidre Losung stellt einen Wechselstrom mit der Amplitude T und dem Phasenwinkel ¢ dar.
R ist der ohmsche und wL der induktive Widerstand des Stromkreises. Der Scheinwiderstand des

Wechselstromkreises betrigt\|R2 + (wL)2. Der Wechselstrom lduft der angelegten Wechselspannung
u(t) = Gesin(nwt) um den Phasenwinkel ¢ hinterher, ¢ ist die Phasenverschiebung zwischen Span-
nung und Strom.

A u= desin(wt)

i =Tesin(wt + @)

HY

—=
s
(0)]

Die Losung der homogenen DGL ergibt einen exponentiell abklingenden Gleichstrom i}, der den
Wechselstrom i, liberlagert. Dieser Gleichstrom spielt aber nach einer kurzen Einschwingphase
praktisch keine Rolle mehr. Fiir hinreichend grosse t kann dieser Teil ganz weggelassen werden und
der Strom wird nur mehr durch die partikulédre Losung i,(t) angegeben.
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