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bgMat3: Potenzreihen: Losungen

Aufgabe 1

Entwickeln Sie folgende Funktion an der Stelle zp = 0 in eine Potenzreihe und bestimmen Sie jeweils den
Konvergenzradius:

a) f(z)=(1+2)"  (Binomische Reihe)
b) f(z) = 47

) f(2) = 7

d) f(z) = 7=

Loésung:

a) Zu beachten ist, dass n vorgegeben und damit fest ist. Als Laufzahl wird hier k verwendet.

fla)=(1+a)" a="LP=1=1
fl(@)=n1+az)"! alzfl(!o):%:n
f(@) =n- (n=1)(1 + )2 ay = L5 = Ot = nl)

. _ (k) (n—1)-.-(n— n n
fPa)=n-(n-1) . (n—k+)(1+a)"F =IO = molelnobtl) _ _nl .
f(”)(x) —n! a, = f(v:;!(o) _ % =1

[e’s) n n n
fl@)=1+2)" =3 ok = o
k=0 k k=0 k

Die Summe hat n+1 Summanden, da alle Ableitungen von f nach der n-ten Ableitung Null sind. Somit

ist der Konvergenzradius co. Eine Berechnung mit der Formel aus dem Formelbuch fiihrt hier wegen der
endlichen Anzahl Summanden nicht zum Ziel.

b) f(@) = i a = =1 =1
F'(@) = — 32y o =L =3t =1
(@) = wap am=l =5 =1
fm(l‘) _ (111;!)4 az = f 3!(0) _ —37?' =1
@
fO(z) = (14%;)5 a=150 = 4=
n n ! R nn! n
FO (@) = (-1) (1+$)'“+1 an =1 n!( b= (-1) =01
f@) =gz =l-zta® -2’ +at+a% +.. = 3 (-])kat
k=0
Konvergenzradius: r = lim rrwed Jm % =1




9 1) = rie o= 48 = =1
f’(x)=—2 (1+9;2)2 a; = f1(|0) =0
2 " _
f'(@) =2 45 =l =3 =1
z(z?—1 e
) =21 ) ey = 0
41042 (4) |
f(4)($) =24 5z(14_1;)2)5+1 aq = L n!(O) = jll: =
fa)=te=1-a2 42t + - = 3 (-1)ka?
k=0
Konvergenzradius: Diese Reihe ist eine geometrische Reihe mit dem Quotient ¢ = —1. Somit gilt nicht
lg] < 1 und damit ist die Reihe nicht konvergent. r = 0.
d) f(2) = e ao =L =1 =1
(@) = = a =5 =0
ZD2 (0
f”(x):(fuzﬁ)ijlu/? az:f2(l):%:%
x 2m2+3 "
@) = -3 lr ) gy = 0 g
A4 -2 [CI)
OB TC e T ek
F@) = gk =14 B 4 Bt a0 4
Um den Konvergenzradius zu bestimmen, braucht man das allgemeine Glied. Dieses ist hier aber nicht
leicht zu bestimmen.
Aufgabe 2

Die Reihen von 1b), 1c) und 1d) kdnnen integriert werden. Dadurch erhdlt man die Logarithmusreihe, die
Arcustangensreihe und die Arcussinusreihe. Bestimmen Sie diese Reihen.

Loésung:

dz

a)

=0t -2ttt b+ )de = [ (kz_jo(—l)kxk) dx = kz_jo(—1)kﬂf =In|z +1]
b) ﬁﬁﬂvﬂmu<JMaNgHmﬂm=gmmﬁ=mmw

dx
V1—x2

o) [

Aufgabe 3

:f(l+%z2+%x4+é—gx6+...) dx:x+3%m3+%

5 10 .7 :
3L° + w352’ +...arcsine

Entwickeln Sie die Funktion f in eine Potenzreihe an der Stelle g = 0 und geben Sie die ersten vier nicht

verschwindenden Glieder an:

a) f(z) =esne

b) f() = i3

) f(z) =In(1+sinz)
d) f(z)=va+4



0
. (0
fl(a) = a =5 =% =0
2 (0
f”(x) — QCocsoasxa: ag = f2(' ) — %
L3 6— 2 11 0
f//I(ZL') _ sngosf;)s x) az = f 3!( ) _ % _
4. 2 “) (0) 5
f(4) (CL‘) _ cos 20;:05 x+24 ay f T =2 =
(5) sin m(cocsismfGO cos? +120) f(s)‘(O) 0.
f (Z‘) = cosb as = 5! =5 =
X X . (6)
f(G)(z) _ —cos®xz+182 C(:;;‘Sg;sm cos® x4720 ag = f 6!(0) _ %
fla)=t=1+a+is— Lo+ ..
c) f(x)=In(1+sinx) GOZ%ZQ—O
s (0
1) = 185 a=Hr=1=1
. _ " 0 _
f(x) = szl ag =150 = 5t = -4
. 2 1"
f///(.’lf) — 2—251;;:3—;05 T as = f 3!(0) — % — %
. . (4)
f(4)(33) —_ 6smzfslnxcc(()):jlw+4cos2 z—6 ay = f 41(0) _ 717‘2 — _112
_ : _ 1,.2 1,.3 1 ,..4
fx)=In(1+sinz) =2 — 52° + go° — 5r° + —
d) flz)=Vz+4 ag=10 =2 _9
Fl@) = 54— o =5P = =4
_ 1 _ 0 _ -1 _ 1
@)= —qomvem @@= 3 “ma- w
_ 3 _ ") 3 1
[ (@) = 8(eta)2vata BT Ta 25631 — 512
f@)=Vo+d=2+to— FHa® + z52° —+..
Aufgabe 4

Loésung:
) Jle) = e
f'(z) = e . cosz
f(x) = e . (cos® v — sinx)
" (x) = es™® cosxw - (cos? x — 3sinx — 1)
(@)
fl@)=em® =142+ 127 — %x‘* + ..

__ sinx
=e€

(sinx — 7 cos?x + 3 — 6 sinz cos® x + cos? .TJ)

o

S Yo

aoz%:%zl
m=LP =t
o=t =

0= L = =0
a= 10 =3 =4

[=2)
=

= 720

Berechnen Sie die folgenden Integrale ndherungsweise mittels Taylor-Polynomen:

T
[ cos v/t dt
0

z
[Vtsinvt dt
0



ntwicklung an der Stelle g =0
1 %1+%x3+%x6+1—5ﬁx9

1—2a3
1 1
T 1.3,3.6, 5.9 1 z* ;3 27 | 5 292
Integrleren.0f(1—|—§x + 3z +1—6x)da:=[x+§-j+g-7+ﬁ'?0 0
_ 1 1 3 5 _
*§+ﬁ8+7/168+163'840*0*0'5083
xr
J e~t*dt Entwickeln an der Stelle to = 0
0
—t? 2, 144 146 148
R e e e L
T 2, 144 146 . 1,48 21 ¢ 1 ¢, 1 ]
Integrleren.{(l—t +5t% — 5t +ﬂt)dt=[t—§+§ T =% 7 T 9,

- p_ 1,3, 1,5 _ 1,7, 1,9
=T — 327+ (T 2Tt 367

Bl

[ cosV/t dt
0

Entwickeln an der Stelle tg =0
Cosﬁzlfét+it27%t3

) I 2 3
Integrieren: f(l—%t—i—itQ—%t?’) dt = {t—%-%+i~%—ﬁlo~z =
0
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[Vtsinvt dt

Entwickeln an der Stelle ty =0
\/isin\/f ~t— %t2 + ﬁlot3 - 50140t4

. 2 . 2
Integrieren: f(\/fsm\/f%t—%tz—kﬁt?’—ﬁt‘l)dt: [%‘%'?""ﬁl(f?_ﬁ'?
0

2

_ 1.z 1 7 1 e 1 x> _
Loxllowy w1 0307

[NE



