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Menge der naturlichen Zahlen

Axiome von Peano:

1. 1isteine naturliche Zahl.

2. Jede Zahl a hat einen bestimmten Nachfolger a* in der Menge der nattirlichen Zahlen.
3. Stetsista*?! 1, d.h. es gibt keine Zahl mit dem Nachfolger 1.
4

Aus at = b* folgt a = b., d.h. zu jeder Zahl gibt es keine oder genau eine, deren Nachfolger jene
Zahl ist.

5. "Prinzip der vollstandigen Induktion": Jede Menge von natlrlichen Zahlen, welche die Zahl 1
enthalt und welche zu jeder Zahl a, die sie enthalt, auch deren Nachfolger a* enthalt, enthalt
alle naturlichen Zahlen.

N={1,2 34,5, ..}

Rechengesetze

Kommutativgesetz. a+b=b+a a=b = bea
Assoziativgesetz: a+(b+c)=(@+b)+c a=(bec) = (a=b)=c
Distributivgesetz: a=(b +c)=aeb + a=c

Menge der ganzen Zahlen

Die Gleichung x + a=0 (a1 N) ist in der Menge der natiirlichen Zahlen nicht lésbar. Deshalb wird
der Zahlenbereich mit den negativen Zahlen erweitert. Zusammen mit den natirlichen Zahlen und 0
ergibt sich so die Menge der ganzen Zahlen.

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}={0, +1, 2, 3, ...}

Menge der rationalen Zahlen

Innerhalb der Menge der ganzen Zahlen ist die Addition, die Subtraktion und die Multiplikation
unbeschrankt ausfuhrbar. Die Division jedoch fuhrt in vielen Fallen nicht zu einem Ergebnis in Z.
Aus diesem Grund muss die Menge der ganzen Zahlen durch die Bruchzahlen erweitert werden. So
ergibt sich die Menge der rationalen Zahlen.

Q={x=¢:pl Zundqg T Z\{0}

Menge der reellen Zahlen

Die Menge der reellen Zahlen vereinigt die Menge der rationalen Zahlen mit der Menge der irratio-

3
nalen Zahlen. Als Beispiele flr irrationale Zahlen kénnen die Wurzeln wie \/E \/5 V17, die
Kreiszahl p, aber auch die Funktionswerte der trigonometrischen Funktionen oder die Logarithmen
genannt werden.

Stellt man reelle Zahlen als Dezimalbrtche dar, so sind die abbrechenden und die nichtabbrechen-
den, periodischen Dezimalbriche rational, die nichtabbrechenden, nicht periodischen Dezimalbrtche
sind irrational. Das konmmt daher, dass abbrechende, wie auch nichtabbrechende, periodische Dezi-

malbrtche in gewdhnliche Briiche der Formg umgewandelt werden kénnen.

Far das Rechnen mit reellen Zahlen gelten folgende Gesetze:

Kommutativgesetz (KG): a+b=b+a aeb = bea
Assoziativgesetz (AG) a+(b+c)=(@+b)+c a=(bec) = (a=b)=c
Distributivgesetz (DG) a=(b +c)=aeb + a=c

Der Zahlenstrahl

Zur graphischen Darstellung der reellen Zahlen wird oft der Zahlenstrahl verwendet.
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© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Zahlenmengen Mathematik

H B 10

Menge der komplexen Zahlen

Bekanntlich hat die quadratische Gleichung x2 + 1 = 0 keine reelle L6sung. Durch Erweiterung des
Zahlenbereichs kann man aber dafiir sorgen, dass es auch fiir diese Gleichung Ldsungen gibt. Wir
fuhren daher die komplexen Zahlen ein.

Die Gleichung x2 +1 wird umgeformt:
x2=-1

Formal gesehen wéren die Lésungen:
xlz\/-_l und x, = -\/-1

Wir bezeichnen \/_1 mit i und nennen dieses i die imaginare Einheit. Die Vielfachen von i, welche
mit einem reellen Faktor gebildet werden koénnen, bilden die Menge der imagindren Zahlen.
A:={z]z=ke=iUkT R\{0}}

Die Menge der komplexen Zahlen wird jetzt definiert als:
C:={z]z=a+biUabl R}

Gauss'sche Zahlenebene

A

I (z
z
r=4/a2 + b2 a = recos |
r b b
tanj =3 b=resinj
i -
a R (2)

® z=a+bi=r(cosj +iesinj)=rcis]

Konjugiert komplexe Zahl
Die zu z = a + bi konjugiert komplexe Zahl ist z = a - bi

Rechenregeln

zy=a; +bji=ry(cosj,+isinj,)
Z,=a, +byi =ry(cosj,+isinj,)

Gleichheit

z,=2, U a;=a, Ub;=h,
Addition

2y +z;=(a; + ap) + (by + by)i

Kommutativgesetz: z,+z,=2,+2z,
Assoziativgesetz: (zZy+2)+23=21+ (25 + 23)

Subtraktion

Z,+2=12,
a, + bgi +a+bi=a,+ by
p a;+a =ay, b,+b =b,

a =a-a b =by,-b;
Z =23-21=(a-a) + (by-by)i
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Multiplikation
21225 = (a; + byi)=(az + boi) = (a1a; - byby) + (asby + azby)i
Interessant ist bei der Multiplikation von komplexen Zahlen die Darstellung mit Polarkoordinaten:
z122, =rq(cosj  +isinj {)ery(cosj,+isinj,) =
=rqrp[(cosj 1 €COSj ,-sinj ;sinj,) +i(cosjisinj,+sinj,cosj,)]=
=r1rp[cos(j 1 +j o) +isin( 1 +] )]
Kommutativgesetz: z;*z, = z,*z;
Assoziativgesetz: (z1225)*23 = 21=(22°23)
Distributivgesetz: 21(22 + 23) = 2125 + 2125
Beispiel: z; =3 - 4i,z, =-2 +i. Es ist z;*z, zu bestimmen.
r,=\/32 + (-4)2=5,] , = acrtan (g“) = 306,87°
r,=\(-2)2 + 12 =\/§, j 2= arctan(%) = 153,43°
j1+]2=460,30°
Z,°Z, = 5\/§(cos 460.30° + i sin 460.30°) = -2 +11i
Potenzieren
z2 =zez=r2%(cos 2j +isin2j)
78 =z2ez=r2(cos 2] +isin2j)er(cosj +isinj)=

r3[(cos 2j cosj -sin2j sinj)+i(cos2j sinj +sin2j cosj)] =
r3(cos 3j +isin3j)

z" =r"(cosj +isinj)"=r"cosnj +isinnj)

Beispiel: z = 3 - 4i. Es ist z13 zu bestimmen.

r=v[32+(-42=5,j = arctan(g‘) = 306,87°

713 = 513(cos 13+306,87° + i sin 13+306,87°) = 1,0644«10% 5,9755108i

Moivre'sche Formel: (cos| +iesinj)"=cosnj + iesinn;j (nT N)
Eulersche Relation: cosj +isinj =ei (ohne Beweis)
Division
z3 _ag+byi (a1 +byi)(ap - boi) (azap + bibo) + (aphg - ajbp)i
zp ~ap +boi” (ap + bai)(ap - boi) ~ 2 2
as+boy

Der Quotient von zwei komplexen Zahlen ist also wieder eine komplexe Zahl. Die Disvision kann

aber einfacher mit der Polarkoordinatendarstellung durchgefihrt werden. Wenn fir das Produkt

Z, = 22z, = rryfcos(j +jo) +isin(j +j,)] gilt, kann man z als Qutient von z; und z, berechnen:
n

z= % , wobei fur die Radien r = _ und fur die Winkel j =j -] , gilt. Also:

S lcosii-i2)+isinG -]

Beispiel: z; =3-4i,z,=-2+1i. Es ist% ZU bestimmen.
r = \/mz 5,j 1 = acrtan (34) = 306,87°
r= m:\/g jo= arctan(%) = 153,43°
j1-]2 =153,44°
% =15 (c0s 153,44° + i sin 153,44°) = -2 + i

oder:
3-4i _ (3-4i)(2-i) _ -6-3i+8i-4 _ -10+5i _ .
2+iT (2+i2-1) = 4+1 - 5 “—-2%i

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Zahlenmengen Mathematik

H B 12

Die Wurzeln von Potenzgleichungen

Die Gleichung z" = a + bi = r cis y hat in der A
Menge der komplexen Zahlen immer n Ldsun-

gen. Das Berechnen der Wurzeln ist die Um- 1@

kehrung des Potenzierens.

Ist z" = r"(cos nj + i sin nj), so kommt man z
zu z indem aus r" die n-te Wurzel gezogen

wird. Den Winkel erhalt man als n-ten Teil von y +2p\f b

nj . Dabei sind aber n verschiedene Lésungen
mdoglich. Ein Winkel nj kann als gegebener
Winkel y aber genau so alsy +2podery +4p a R ()
usw. aufgefasst werden.

(nj =y +(k-1)=2p,k=1,2,...n)

Es gilt also:

z"=a+bi=r(cosy +isiny)

2 =\r (cos Yooz gjn Lol 1)'2‘)) =+ (cos (% e ?’2‘)) +isin (% 4 oDz i)°2p))
mit k=1,2,...,n

Beispiel: z3 = 3 - 4i. Es sind alle Wurzeln zu bestimmen.

r=4/32+ (-42=5,j = arctan(%‘) = 306,87°
3 ° o 3
Z; :«\/E (cos % +isin %) = ‘\/E (cos 102,29° + i sin 102,29°) =-0.3640 + 1.6708i
3 o o o o 3
21 =5 (cos %% + i sin 287 T3) = 45 (cos 222,297 + i sin 222,297) = -1.2650 - 1.1506i

3 o o o o 3
z, =4[5 (cos S8BT 120 4 sin w) =45 (cos 342,29° + i sin 342,29°) = 1.6289 - 0.5202i

I (z

Z;

\ R(z)>

Z3

Z3

© 1990- 2003 by Hermann Knoll ver. 4.0 / 06.10.2003



B Zahlenmengen Mathematik

H B 13

Zahlenmengen: Ubersicht

C\R

N
~

R\Q (irrationale Zahlen,
z.B. Wurzeln, p, e, ...)

Q

/ |Z\ (Briiche)

N {0} z

Menge der nattrlichen Zahlen N

Menge der ganzen Zahlen z

Menge der rationalen Zahlen Q={; :z
R
C

Menge der reellen Zahlen
Menge der komplexen Zahlen
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